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70 лет Галкину Валерию Алексеевичу

14 марта 2022 г. исполнилось 70 лет доктору физико-математических наук, директору Сургут-
ского филиала ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН, профессору кафедры прикладной математики Политехниче-
ского института Сургутского государственного университета, заместителю главного редактора журнала
«Успехи кибернетики» Валерию Алексеевичу Галкину.

Родился Валерий Алексеевич 14 марта 1952 г. в г. Батуми. В 1969 г. поступил в Московский
инженерно-физический институт, который окончил с отличием в 1975 г. по специальности «Приклад-
ная математика». С 1975 г. работал на кафедре высшей математики Обнинского филиала «МИФИ»
(преобразован в Обнинский институт атомной энергетики 01.11.1985 г., с 2002 г. — Обнинский государ-
ственный технический университет атомной энергетики, а в 2009 г. преобразован в Институт атомной
энергетики — филиал Национального исследовательского ядерного университета «МИФИ»). Работал
в должности учебного мастера, затем — инженера, а с 1976 г. — в должности ассистента кафедры
высшей математики. В 1978 г. защитил на физическом факультете МГУ подготовленную под руко-
водством профессора В. А. Тупчиева кандидатскую диссертацию на тему «Математическая теория
уравнения коагуляции».

В 1979 г. Валерий Алексеевич был избран на должность доцента кафедры прикладной матема-
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Предметом настоящей статьи является вопрос о существовании неподвижных точек у непре-
рывного периодического отображения f : R2 → R2 и переносе этого утверждения на двумерную сферу
S2. Ниже рассматривается случай идемпотентных непрерывных отображений на плоскости.

ТЕОРЕМА. Пусть для непрерывного отображения f : R2 → R2 выполнено тождество (усло-
вие идемпотентности) f 2(x) ≡ x,∀x ∈ R2. Тогда существует, по крайней мере, одна неподвижная
точка x̄ = f (x̄).

Доказательство. Отметим, что в силу условия идемпотентности непрерывное отображение
f : R2 → R2 является гомеоморфизмом. Выберем произвольную точку a ∈ R2 и её образ f (a). Ес-
ли выполнено равенство a = f (a), то теорема доказана. Поэтому считаем, что a ̸= f (a). Рассмотрим
отрезок [a,f (a)] и его образ f ([a,f (a)]). Обозначим интервал (a,f (a)) = [a,f (a)]∖{a,f (a)} и, соответ-
ственно, его образ — f ((a,f (a)). Возможны два случая взаимного расположения отрезка и его образа.
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В первом — (a,f (a)) ∩ f ((a,f (a))) = ∅, а во втором — (a,f (a)) ∩ f ((a,f (a))) ̸= ∅. Отметим, что в послед-
нем случае существует точка a1 ∈ (a,f (a)), для которой f (a1) ∈ (a,f (a)). Если для всех точек отрезка
a1 ∈ [a,f (a)] справедливо соотношение a1 ̸= f (a1), то можно указать такую точку ã ∈ [a,f (a)], для
которой выполнены условия: f (ã) ∈ (a,f (a)) и (ã,f (ã))∩ f ((ã,f (ã))) = ∅, т.е. для отрезка [ã,f (ã)] имеет
место первый случай, который изучим ниже.

Рассмотрим область D на плоскости R2, ограниченную отрезком [a,f (a)] и его гомеоморфным
образом f ([a,f (a)]). Очевидно, что в данных условиях объединение γ = [a,f (a)] ∪ f ([a,f (a)]) гомео-
морфно единичной окружности на плоскости. В силу теоремы Жордана (см. [1]) простая кривая γ (т.е.
так называемая жорданова кривая) разбивает плоскость R2 на две связные компоненты и является их
общей границей. (Теорема была сформулирована и доказана Камилем Жорданом в 1887 г. Теорема
Жордана обобщается по размерности n: любое (n − 1)-мерное подмногообразие в Rn, гомеоморфное
сфере, разбивает пространство на две связные компоненты и является их общей границей. При n = 3
это утверждение было доказано Лебегом, в общем случае — Брауэром, поэтому при произвольных
n > 3 теорему Жордана иногда называют теоремой Жордана — Брауэра.)

Важнейшим усилением теоремы Жордана на плоскости R2 является теорема Шёнфлиса [2],
по которой существует гомеоморфизм плоскости в себя, переводящий данную жорданову кривую в
окружность. Таким образом, ограниченная компонента в вышеупомянутой теореме Жордана на R2

гомеоморфна единичному диску, а неограниченная компонента гомеоморфна внешности единичного
диска. (Для размерностей n ≥ 3 это утверждение не справедливо, примером чему является «рогатая
сфера Александера» , дающая патологический пример вложения сферы в пространство. Впервые она
была описана Джеймсом Александером в 1924 г., см. [5, 6].)

Таким образом, в силу теоремы Шёнфлиса замыкание компактной компоненты D̄ плоскости,
ограниченное построенной выше жордановой кривой γ = [a,f (a)] ∪ f ([a,f (a)]), гомеоморфно замкну-
тому кругу. Поскольку идемпотентное непрерывное отображение f : R2 → R2 является гомеомор-
физмом на плоскости, образ f (D̄) является компактом и в силу принципа соответствия границ при
гомеоморфных отображениях и теоремы Жордана справедливо равенство ∂f (D̄) = γ. Очевидно, что
точки дополнения R2∖D не являются компактом, и, следовательно, значения f (D) /∈ R2∖D, и, зна-
чит, f (D̄) = D̄. Применяя теорему Брауэра о неподвижной точке [7] для непрерывного отображения
f : D̄ → D̄, устанавливаем существование неподвижной точки x̄ = f (x̄).

СЛЕДСТВИЕ. Пусть непрерывное идемпотентное отображение двумерной сферы f : S2 → S2

не отображает точки сферы на диаметрально им противоположные. Тогда f обладает, по крайней мере,
двумя неподвижными точками.

Доказательство этого утверждения является прямым следствием известной теоремы «о еже» и
доказанной выше теоремы об идемпотентном непрерывном отображении плоскости.

Вопрос о существовании неподвижных точек у непрерывных преобразований на сфере f :
S2 → S2x̄ = f (x̄) имеет богатую историю, связанную с так называемой теоремой о «причёсывании
ежа», или кратко — с теоремой о «еже», восходящей к работам А.Пуанкаре [3] и Л.Э. Дж. Брауэра [4].

Теорема «о еже», или, как принято в западной литературе, “Hairy Ball Theorem” (см. [7, 8]) —
«теорема о волосатом шаре» была впервые сформулирована А. Пуанкаре в 1885 г. В 1912 г. общий
случай был исследован голландским математиком Л.Э. Дж. Брауэром [4], который доказал, что теоре-
ма Пуанкаре верна не только для двумерной сферы S2, но и для любой сферы чётной размерности.
Утверждение теоремы Пуанкаре состоит в том, что на S2 не существует непрерывного касательного
векторного поля, которое нигде не обращается в ноль и, следовательно, любое непрерывное отображе-
ние f : S2 → S2 либо имеет неподвижную точку x̄ = f (x̄), либо отображает некоторую точку сферы
на диаметрально ей противоположную. Таким образом, «ежа нельзя причесать»: хоть одна игла будет
перпендикулярна поверхности (см. рис. 1 [9]).

Соответственно, здесь каждый вектор поля на сфере представляется как «игла ежа», растущая
из каждой точки на сфере — «еже». По этой причине теорема обычно формулируется как «нельзя
расчесать волосы на волосатом шаре ровно, не создавая завитка», поскольку процесс расчесывания
шара эквивалентен определению векторного поля на его поверхности.

Таким образом, в силу сделанного предположения о том, что точки сферы не отображаются
на диаметрально противоположные, обеспечивается наличие, по крайней мере, одной неподвижной
точки, которую поместим на северный полюс сферы в точку с координатами (0,0,1) и рассмотрим сте-
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Рис. 1. Иллюстрация к теореме
«о еже» [9]

Рис. 2. Стереографическая проекция φ сферы S2 на плоскость R2

реографическую проекцию x ↦→ φ(x) ∈ R2,∀x ∈ S2∖(0,0,1) сферы с «выколотым северным полюсом»
на плоскость (см. рис. 2).

Отображение φ является гомеоморфизмом сферы с выколотым северным полюсом на плоскость
R2. В силу идемпотентности f : S2 → S2 суперпозиция φ ∘ f ∘ φ−1 : R2 → R2 является непрерывным
идемпотентным отображением плоскости, у которого по доказанной теореме существует неподвижная
точка. Тем самым устанавливается существование второй неподвижной точки у отображения f : S2 →
S2.

В связи с теоремой «о еже» можно указать метеорологическое приложение этой теоремы [10].
Важный класс задач, связанный с наличием периодических точек x̄ = fN (x̄), N > 1, для

непрерывного гомеоморфного отображения сферы f : S2 → S2, исследовался С. Смейлом [11].
Отметим, что из доказанного следствия вытекает, что наличие свойства периодичности чётно-

го порядка для непрерывного отображения двумерной сферы, у которого степень, равная половине
периода, не отображает точки сферы в диаметрально противоположные, приводит к существованию,
по крайней мере, одной неподвижной точки и периодической точки с половинным периодом по отно-
шению к полному периоду отображения.
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Introduction
In the last third of the seventeenth century, the belief that the Earth has a spherical shape, which

was prevailing in the Western world since Greek Antiquity, started to be challenged, principally in France
and in England. Two antagonistic theories arose at about the same time, concerning the figure of the Earth.
One theory claimed that this figure is a spheroid (that is, an ellipsoid of revolution) which is oblate, that
is, flattened at the Poles and elongated at the Equator, and the other one said that the Earth is a prolate
spheroid, that is, elongated at the Poles and flattened at the Equator.

From the purely mathematical point of view, the belief that the Earth is a spheroid motivated to a
large extent the development of the differential geometry of such a surface; this is the main point I would
like to emphasize in the present paper. Before that, I start by some markers on the history of the problem
of the figure of the Earth.

The plan of this paper is the following.
It begins with an overview of the problem of the figure of the Earth, as it was addressed starting in

the last third of the 17th century, where two conflicting theories arose, the one saying that the Earth is an
oblate spheroid and the other that it is prolate.

Then the reader is presented an overview of a paper by Leonhard Euler, addressed to the general
public, in which he explains in simple words the physical ideas that were behind the various theories
concerning the shape of the Earth.

We also survey some other works of Euler that are related to the figure of the Earth: First, two
purely mathematical memoirs on the geometry and the trigonometry of the spheorid, then, a memoir on
the impact of the spheroidal shape of the Earth on astronomical observations, and finally, a memoir on the
gravitational force exerted by a planet which has the form of a spheroid.
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The subsequent sections are concerned with the works of three prominent mathematicians on prob-
lems related to the spheroid, namely, Clairaut, Lagrange and Legendre. Each of them studied these questions
from his own particular point of view: Clairaut as a specialist of hydrodynamics, Lagrange using analysis
and the calculus of variations, and Legendre, introducing approximations techniques in geodesy.

We will also talk about Gauss whose work on the differential geometry of surfaces was motivated
by his official position of geographer,

After that, we review some work of Jacobi who studied the spheroid in relation with his work on
Abelian integrals.

In the end, we mention briefly the works of several other mathematicians who worked on the
geometry of the spheroid, motivated by the question of the shape of the Earth.

The question of the figure of the Earth
Our chronicle starts in the year 1672, when the French astronomer Jean Richer was sent to Cayenne

(a region in French Guiana, near the Equator) to observe the planet Mars and compute its parallax, with
the aim of obtaining an estimate of the distance from this planet to the Earth. In doing his experiments,
Richer noticed that the length of a pendulum performing one beat per second is longer in Paris than near
the Equator. He concluded that the value of the gravitational force is smaller in Cayenne than in Paris. This
showed that the factor representing the acceleration of gravity which appears in the formula for the period
of the pendulum is not uniform all around the Earth but depends on the latitude. The theory saying that the
Earth is spherical1 started being questioned.

A few years later, Christiaan Huygens, who was certainly the most celebrated seventeenth-century
mathematician living in Paris, emitted the theory that the particles constituting the Earth, in addition to the
fact that they are subject to the gravitational attraction force, are submitted to a centrifugal force due to the
rotation of the Earth around its axis, and he concluded that in order to reach an equilibrium under the action
of these two forces, the Earth has necessarily the form of an oblate spheroid.

At about the same time, Isaac Newton, in the 1687 edition of his Principia (Book III, Propositions
XVIII–XX), based on his theory of universal gravitation, declared that the Earth has the form of an oblate
spheroid, confirming Huygen’s conclusion (but not necessarily his theories). Newton’s claim was based on
his assumption that the Earth was originally a fluid having a spherical shape, and that it acquired gradually
a spheroidal shape under the effect of the mutual attraction force exerted between its various parts combined
with the effect of the Earth’s rotation around its axis. In fact, Newton provided a precise estimate for the
flattening of the Earth, namely, he claimed that if a and b denote respectively the major a and the minor
axis of this spheroid, then a−b

a = 1
230 . This estimate is different from the one that Huygens obtained. The

latter, who did experiments using water pillars for the determination of the centrifugal force, and under the
assumption that gravity is constant at the interior of the Earth, concluded that the Earth is more flattened at
the Poles than what Newton thought.

Soon after, in France, the geographers and astronomers, led by Jean-Dominique Cassini2 and based
on a series of measurements that were conducted in the context of a project of land surveying, concluded
that on the contrary, the Earth has the form of a prolate spheroid, that is, a spheroid elongated at the Poles
and flattened at the Equator.

Each of the two points of view was defended vehemently, in England by the scientific community
that was led by Newton, and in France by the astronomers of the Cassini family and other members of the
Royal Academy of Sciences.

The dispute between the supporters of the two theories lasted several years, until the Royal Academy,
together with the ministries of Marine and of Finances, and under the pressure of Pierre Louis de Maupertuis3,

1 In all our discussion here, we are neglecting the differences in altitude on the surface of the Earth due to the existence
of mountains, valleys, etc., these differences being very small compared to the diameter of the Earth.

2 Jean-Dominique Cassini (1625–1712) was a leading astronomer of Italian origin, who settled in Paris. He was a member
of the Royal Academy of Science and the director of the Paris Observatory. He was the first of an unusually long list of leading
geographers and astronomers from the same family.

3 Pierre Louis de Maupertuis (1698–1759) was one of the main supporters in France of the theory saying that the Earth
is oblate. More generally, he was a supporter of Newton’s ideas on physics and philosophy, against the majority of the French
academicians. We mention incidentally that in those times, there was a competition in France between Newton’s and Descartes’
ideas on subjects such as matter and attraction, and the dispute regarding the figure of the Earth was part of the debate between the
supporters of the two theories, a debate that sometimes took the form of a conflict.
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the famous French philosopher, mathematician, astronomer and naturalist, who was a distinguished member
of this Academy, organized an expedition to Swedish Lapland whose objective was to measure the length
of a degree of meridian in these regions close to the North Pole, in order to settle this question. Indeed,
by the comparison between the result of these measurements with the length of a degree of a meridian at
some known place far from the Pole (like Paris) would give information on whether the Earth is flattened
or elongated at the North Pole.

The expedition took place in 1736–1737, under the leadership of Maupertuis, and including major
scientists like the mathematician Alexis-Claude Clairaut and the Swedish mathematician, astronomer, geog-
rapher and meteorologist Anders Celsius. The results of this expedition were probably the most conclusive
factors at that time regarding the question of the figure of the Earth.

Another expedition headed to Peru, the year before the one to Lapland, to make similar measures
near the Equator. The Peru expedition lasted 9 years (1735 to 1744).

Euler’s report on the figure of the Earth
I will start by an overview of an article by Euler on the question of the figure of the Earth, written

for the general public. As a matter of fact, this question was not only discussed in scientific milieux, but
also in the general cultured society of Saint Petersburg, Paris and other places, and it was not unnatural
that Euler, who was a prolific writer, interested in all aspects of theoretical and applied sciences and eager
to pass on his knowledge to all levels of the educated community, publishes such a review. The paper is
titled Von der Gestalt der Erden (On the shape of the Earth) [1] and it appeared in 7 installments, between
April 3 and December 25, 1738, in the Anmerckungen über die Zeitungen (Notes on the newspapers), a
German magazine published in the imperial city. In this article, Euler explains using non-technical words,
the reasons and the arguments that led to the two antagonistic theories concerning the figure of the Earth:
a prolate or oblate spheroid. In his account, when he talks about the Earth having the form of an oblate
spheroid, that is, a spheroid flattened at the Poles and elongated at the Equator, Euler says that it has the
shape of an orange. In the contrary case, he says that the Earth has the shape of a melon.

Euler starts by recalling that in the preceding century, supporters of either point of view had strong
arguments from physics, and he presents these arguments in simple words. Some of them are based on
deep theories involving fluid mechanics and the general natural sciences, and other arguments are based
on experimental measurements. Let us note right away that concerning this problem of the figure of the
Earth, Euler’s most important contribution is purely mathematical; we shall say more on it later in this paper.
Euler notes in his Anmerckungen article that to address this question from a mathematical point of view, in
particular, in order to make use of the methods of differential calculus, one must assume that the surface of
the Earth is smooth. For that purpose, he supposes that the surface of the Earth is covered by still water.
He notes that if the Earth were melon-shaped, then, bodies would be heavier near the Equator than near
the Poles and he claims that the experiments done with pendulums are reliable in order to decide which
one among the two prevailing theories is correct. In the case of a melon-shaped Earth, a pendulum beating
accurately a second must be longer at the Equator than at the Poles.

Euler then reviews the geometry that lies behind the measurements of degrees of meridians that were
carried out, with the help of astronomical observations, near the Poles and at the Equator. He talks about the
Lapland and the Peru expeditions whose aim was not only to check whether the Earth is melon or orange-
shaped, but also to provide precise measurements for the ratio of the axis of the Earth to its diameter. At
the time Euler published his article, the Lapland expedition was already completed and its results indicated
that the Earth is orange-shaped, that is, flattened at the Poles and elongated at the Equator. He declares that
he is quite confident that the results of the Peru expedition will confirm this fact. Furthermore, the results
of the latter expedition will still be important since they will give information on the length of the diameter
of the Earth (which should be larger than its axis).

After presenting the problem of the figure of the Earth, Euler writes that he will explain how this
question can be solved without appealing to measurements, but by pure reason. He starts by noting that if
the Earth were perfectly round, the weight of an object would have the same value on all this surface, and
as a vector (that is, represented by the vector of gravity, whose direction is given by a plumb line which
indicates the vertical direction at each point), it would be directed towards the center. He notes that the last
property is impossible to check practically, but that the fact that an object has the same weight at different
locations of the Earth may be checked. In the case of a melon-shaped Earth, gravity near the Equator must
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be greater than near the Poles, that is, a body is heavier near the Equator than near the Poles. Likewise, in
the case of an orange-shaped Earth, the same object would be lighter near the Equator than near the Poles,
that is, the force of gravity is greater at the Poles than at the Equator. Euler says that these considerations
provide a practical way to check whether the Earth is round, or melon-shaped, or orange-shaped. It is
interesting to note that such a gravitational argument was used by Aristotle about 2300 years before Euler,
to conclude that the Earth is spherical4.

Euler then discusses the causes of gravity, and he recalls that this matter is still controversial. He
declares that one cannot determine the variation of gravity on the surface of the Earth just by weighing the
same object at different places, since the weight used in the scale will become lighter or heavier, like the
body itself, and the results will not be conclusive. Therefore, one should study, rather than the weights of
bodies, the gravitational force itself, and this can be deduced from the speed of falling bodies. Thus, if near
the Equator and the Poles, a body falls from the same height in the same amount of time, then the Earth
is spherical. If the height from which a body falls in one second is greater under the Equator than under
the Poles, then the gravitational force is greater under the Equator than under the Poles, and in this case the
Earth has the shape of a melon. In the contrary case, the Earth has the shape of an orange. But to make
such measurements in a very precise way is not an easy matter, and Euler turns to pendulums.

The more the force of gravity is greater, the more the pendulum frequency is greater, for a fixed
length. If at two places, pendulums of the same length make the same number of oscillations per unit of time,
then the gravitational force is the same at the two places. If this takes place everywhere, then the figure of
the Earth is spherical. But if the number of oscillations of a given pendulum is smaller (respectively greater)
under the Equator than under the Poles, then the Earth is orange-shaped (respectively melon-shaped). Euler
reports on experiments with pendulums that have been carried out at different places of the Earth by means
of which it has been shown that the nearer one comes to the Equator, the shorter a pendulum indicating the
same time is. Therefore these experiments show that the Earth is flattened at the Poles, that is, it has the
form of an orange.

After having shown, with the help of pendulums, that the Earth is thicker at the Equator than near
the Poles, the question became that of knowing by how much exactly, i.e., what is the ratio of the diameter
of the Equator to the axis of the Earth. For this, Euler explains that one needs to calculate the length of one
degree of meridian at different place of the Earth and to compare these measurements. Since the Earth is
not spherical, the meridians are ellipses, and the length of degrees of meridians are not equal everywhere.

Another way of studying this question is to compare, near the Equator, the value of a degree of
meridian with that of a degree of Equator. Euler recalls that finding the values of these degrees is done
using astronomical observations. He explains how the degrees of meridian can be measured and he mentions
the observations that were performed in France, and the expeditions to Lapland and Peru. To compute the
degrees on the Equator, that is to say, degrees of longitude, it is necessary to observe the eclipses of the
Moon, or of the moons of Jupiter.

Euler then talks about the figure of Jupiter, which was also shown to be orange-shaped. Furthermore,
astronomical observations have concluded that the axis between the two Poles of this planet is smaller than
the diameter of its Equator by a fraction of a tenth. Euler says that if the same thing could be observed
for all the other planets, there would be no doubt about the figure of the Earth, and that the mere fact that
this flattening of Jupiter was observed already gives us an indication of the possible figure of the Earth. He
explains that all this is caused by the action of gravity, exerted on the fluid part that constitutes the Earth.

In fact, Euler was very much involved in questions on gravity. We shall mention below some of
his memoirs related to this subject. Furthermore, several passages in his Letters to a German Princess are
concerned with this subject. Moreover, Euler published in 1743 (anonymously) a memoir on gravity, De
causa gravitatis (On the cause of gravity) [3],5 and he took up this subject again in his treatise Anleitung zur
Naturlehre (Introduction to Natural Science) [4]. For a discussion of Euler’s theories of gravity in relation

4 Aristotle gives this argument in Chapter 14 of Book II of his treatise On the Heavens. I discuss this in the first chapter
of the volume [2].

5 It is probable that the reason why Euler remained anonymous is that he wished to avoid the controversies which the
question of gravitation drew, between those who adhered to Newton’s theories, mainly the English physicists, and those who did
not, i.e., the French, German and Swiss. There were exceptions, of course. For example, Christiaan Huygens, the preeminent Dutch
mathematician and physicist who lived in France, and Pierre-Louis de Maupertuis, the French astronomer and geographer, who
became the president of the Prussian Academy of Sciences while Euler was working there, were supporters of Newton’s ideas.



Успехи кибернетики / Russian Journal of Cybernetics. 2022;3(2):11–23 15

to the ideas of Newton, Descartes and others, I refer the reader to Andreas Kleinert’s article [5].

On Euler’s other writings in relation with the figure of the Earth
Among Euler’s other writings on the figure of the Earth, I start with the geometrical memoir Élémens

de la trigonométrie sphéroı̈dique tirés de la méthode des plus grands et plus petits (Elements of spheroidal
trigonometry drawn from the method of the maxima and minima) [6] (1755), in which Euler presents the
mathematical notions that underly the measurements of degrees of meridians conducted in Peru and Lapland,
discussing the possible errors made during these measurements and their impact on the knowledge of the
true figure of the Earth. In this memoir, he also studies the general trigonometry of a spheroid.

In order to develop a trigonometrical theory of a curved surface, one needs to introduce the notion
of triangle on such a surface, and Euler starts his memoir by defining the notion of geodesic triangle on an
arbitrary surface. We recall that spherical triangles were known since the work of Menelaus of Alexandria
(1st-2nd c. AD), see [7]. It is possible that we have, in this memoir of Euler, for the first time in history,
the notion of triangle on an arbitrary curved surface. After giving this general definition, Euler restricts his
study to the case where the surface is a spheroid. The sides of such a triangle are geodesics on the spheroid,
and these geodesics are generally, unlike the geodesics on the sphere, doubly curved lines, that is, they are
not contained in a plane, a result noticed for the first time by Clairaut in his memoir [8] (1735) of which
we shall say more in below.

Let us review some of the mathematical questions that Euler solves in his memoir:
1) Given the latitude of a point on the spheroid, to determine its distance to the centre of the Earth and

the osculating radius at this point (Sections 4 and 5 of [6]);
2) Given two points situated on the same meridian, knowing their latitudes, to find the magnitude of

the arc of meridian contained between them (Section 17 of [6]);
3) Given two points of which we know the latitudes and the difference between the longitudes, to find

the shortest path between them (Section 19 of [6]);
4) To determine the ratio of the diameter of the Equator to the axis of the Earth, without using the

measurements done by the expeditions near the Pole and near the Equator, but by a construction done in a
small portion the Earth (Section 24 ff. of [6]).

Problem (3) is more general than Problem (2) and its solution needs the full power of the calculus of
variations, or the “method of maxima and minima” as Euler used to calls it, a theory that he had developed
himself.

To solve Problem (4), Euler proposes a series of astronomical observations, together with the
possibility of drawing a straight line (a geodesic) in the given region. Provided this can be done precisely,
he gives a formula for the required ratio.

Note that the answers to the first three problems are straightforward in the case of a sphere. In the
case of a spheroid, the latitude is defined as the angle made by a perpendicular to the surface of the Earth
with its axis of rotation. Note that the perpendicular does not pass through the center of the spheriod, unless
the point is on the Equator.

In Section 21 of the memoir, Euler provides a set of formulae which constitute the trigonometry of
the spheroid announced in the title of his memoir. These formulae depend on a constant δ which is equal to
e2−a2

e2+a2 , where e is the semi-diameter and a is the semi-axis of the spheroid. For δ = 0, the formulae give all
the known rules of spherical trigonometry which Euler had amply covered in his previous memoirs.

From the practical point of view, Euler, in Sections 12-14 of the same memoir, based on the
measurements conducted during the various expeditions, finds that the value of the ratio of the diameter of
the Earth to its axis is equal to 230/229, and he notes that this value coincides with the one given by Newton
in his Principia. He discusses in detail the other ratios that one may find by using other measurements and
other methods of calculation. His methods for obtaining these results use approximation techniques. He
notes that these methods are advantageous only in regions which are neither too close to the Equator nor to
the Poles (§34).

Among the other memoirs of Euler that are concerned with the problems of gravity and the figure of
the Earth, I mention the Methodus viri celeberrimi Leonhardi Euleri determinandi gradus meridiani pariter
ac paralleli telluris, secundum mensuram a celeb. de Maupertuis cum sociis institutam (Method of the
celebrated Leonhard Euler for the determination of a degree of a meridian, as well as of a parallel of the
Earth, based on the measurement undertaken by the celebrated de Maupertuis and his colleagues) [9] (1750).
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The title of this memoir is enough informative. Euler studies there several geographical problems, including
the determination of the length of a degree of a meridian at a given latitude, and the determination of the
latitude once we know the length of a degree of a parallel.

The subject of the next memoir we consider concerns the influence of the figure of the Earth on
astronomy. It was published in 1747, and it is titled De la parallaxe de la lune tant par rapport à sa
hauteur qu’à son azimuth, dans l’hypothèse de la terre sphéroı̈dique (On the parallax of the moon, both
with respect to its elevation and its azimuth, under the hypothesis of a spheroidal Earth) [10]. The term
“parallax” used here refers to the influence of the position of an observer on the trajectory of a celestial
object, seen from his own position (the object being, here, the moon). From the mathematical viewpoint,
this is a coordinate change problem, in the setting of the geometry of the spheroid. Euler starts his memoir
by recalling that Maupertuis published a treatise on the parallax of the moon, in which he showed how
the usual rules, that is, under the hypothesis of a spherical Earth, have to be modified, if one takes into
consideration the spheroidal shape, but that the latter failed in taking into account one parameter, namely
the azimuth, that is, the angle seen from the observer, in a horizontal plane, between the projection of the
direction of the celestial object considered, and a given reference direction. He develops in this memoir [10]
the trigonometric computations needed in this geometrical problem.

In the memoir De attractione corporum sphaeroidico-ellipticorum (On the attraction of spheroido-
elliptical bodies) [11], published in 1738, Euler studies gravity on a planet which has a spheroidal shape,
made out of a uniform material and in which the particles attract each other by a force whose magnitude is
inversely proportional to the squares of the distances and rotates about the axis. Under such hypotheses, he
obtains a formula for the attraction law between a particle situated at a Pole and another one at the Equator.

Clairaut
Alexis-Claude Clairaut is another eighteenth century scientist who worked on the problems of the

figure of the Earth, both from the physical and mathematical viewpoints. Besides being an outstanding
mathematician, Clairaut was an excellent physicist and astronomer. He had a regular correspondence with
Euler, and each the two men had a lot of respect for the other’s work. They regularly informed each other
of their respective works. I have dwelt on the relation between Euler and Clairaut in the article [12].

Like Euler, Clairaut was thoroughly involved in hydrostatics, that is, in the theory of the equilibrium
of forces acting on a fluid. His book, Théorie de la figure de la terre, tirée des principes de l’hydrostatique
(Theory of the figure of the Earth, drawn from the principles of hydrostatics) [13], published in 1743, was
motivated by the question of the figure of the Earth, and it constitutes an important piece of work on this
subject. He develops there the idea that the Earth, originally constituted by a fluid matter, acquired gradually
its spheroidal form, explaining this by the equilibrium laws of hydrostatics. His theory, which confirmed
Newton’s theory on the same topic, constitutes at the same time an extension of the latter’s theory of
universal attraction. In this book, we find the so-called Clairaut theorem which says that the Earth is a body
in hydrostatic equilibrium under the sum of gravitational and centrifugal potentials satisfying a certain exact
differential equation for a homogeneous field. It is also worth mentioning that in this work, Clairaut, while
he confirmed Newton’s conclusions on the form of the Earth, corrected some of the latter’s computations,
showing that the ratio of the minor axis to the major axis of the spheroid that it forms is 230/231, which is
different from the value that Newton found.

The first part of Clairaut’s work [13] is titled Principes généraux pour trouver les hypothèses dans
lesquelles les fluides peuvent être en équilibre, et pour déterminer la figure de la Terre et des autres
planètes, lorsque la loi de la pesanteur est donnée. (General principles for finding the hypotheses under
which fluids can be in equilibrium, and for determining the figure of the Earth and of the other planets,
given the law of gravity). In §1, Clairaut says that a fluid mass cannot be in equilibrium unless the forces
of all parts contained in a channel of an arbitrary figure which we imagine as traversing the entire mass
cancel each other. This is the first time that a principle of fluid equilibrium is stated. The methods that
Clairaut uses in his work are geometrical. A few years later, with Lagrange’s Mécanique analytique (1788),
analytical methods became dominant in mechanics and hydrostatics.

The Earth as a spheriod was sometimes referred to in the eighteenth century science literature as the
Clairaut spheroid.

Clairaut, like Euler, wrote several memoirs on the motion of the moon, for whose study he also
followed Newton’s ideas and in particular his law of attraction, the same law that explains the figure of
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the Earth. On this subject, we mention his memoir: De l’orbite de la lune dans le système de M. Newton,
(On the orbit of the moon in the system of Mr. Newton) (1746) [14] and Du système du monde dans les
principes de la gravitation universelle (On the system of the world in the principles of universal gravitation)
(1749) [15].

More directly related to the figure of the Earth are the two memoirs Détermination géométrique de
la perpendiculaire à la méridienne tracée par M. Cassini avec plusieurs méthodes d’en tirer la grandeur et
la figure de la terre (Geometrical determination of the perpendicular to the meridian drawn by Mr. Cassini
with several methods of extracting its length and the figure of the Earth) [8] and Sur la nouvelle méthode
de M. Cassini pour connaı̂tre la figure de la terre (On the new method of Mr. Cassini to know the figure
of the Earth) [16]. Despite the titles, these memoirs are geometrical. For instance, in [8], Clairaut shows
that a geodesic which is not the Equator and which intersects perpendicularly a meridian cannot be planar
unless this spheroid is a sphere. Clairaut furthermore determines the nature of that curve.

Motivated by the theory of the form of the Earth, Clairaut worked, before Euler, on the geometry
and trigonometry of the ellipsoid of revolution. His two memoirs [8] and [16] contain several theorems on
the geodesics on a surface of revolution which is not the sphere, in particular on the curvature of the curves
obtained by the intersections of such surfaces with planes, with a special attention to the case of a spheroid.

The memoir An inquiry concerning the figure of such planets as revolve about an axis, supposing
the density continually to vary, from the centre towards the surface [17] was presented to the Royal Academy
of Paris and to the Royal Society of London in 1737–1738, and it was published in the latter’s Transactions,
translated into English. In this memoir, Clairaut returns to Newton’s part of the Principia which is concerned
with the figure of the Earth. He first announces that some observations he made under the Arctic circle,
during the Lapland expedition, led him to believe that this figure was flatter than what Newton thought.
and he expresses his surprise concerning the fact that Newton applied different physical theories, as to the
causes of this ellipticity, regarding the Earth and Jupiter. But Clairaut is mostly interested in geometry, and
the core of his memoir is mathematical. Among the problems that he discusses, we mention the following
three:

• Problem 1: To find the attraction which a homogeneous spheroid, differing but very little from a
sphere, exerts upon a corpuscle placed at a point on the axis of revolution.

• Problem 2: The spheroid is no more supposed to be of a homogeneous matter, but composed of
an infinite number of ellipsoidal strata which are all similar, and whose densities are represented by an
arbitrary curve whose equation is known. To find the attraction that it exerts on a corpuscle placed at a
Pole.

• Problem 3: To find the attraction which a spheroid exerts upon a corpuscle placed at an arbitrary
point of its surface.

From the point of view of fluid mechanics, we quote Lagrange, who declares in his Mécanique
analytique that Clairaut changed the face of Hydrostatics, and made it a new science. He writes [18, t. 1,
p. 179–180]:

[. . . ] Clairaut made [Newton’s principle] more general, by showing that the equilibrium of a fluid mass
requires that the forces of all the components of the fluid enclosed in an arbitrary channel, ending at the
surface or entering into itself, destroy each other. He was the first to deduce, from this principle, the true
fundamental laws of equilibrium of a fluid mass whose parts are animated by arbitrary forces, and he
found the partial difference equations by which these laws can be expressed, a discovery which changed
the face of Hydrostatics, which he made a new science.

After this passage, Lagrange talks about Euler’s work on hydrostatics, which, he says, is adopted in
almost all the treatises on this science.

Lagrange was, among the 18th century preeminent mathematicians, Euler’s young competitor who
was closest to him in terms of depth of thought. We shall talk about him in the next section.

Lagrange
Motivated by the question of the figure of the Earth, Lagrange, in 1773, published a memoir

titled Sur l’attraction des sphéroı̈des elliptiques (On the attraction of elliptical spheroids) [19] in which he
computed the attraction force exerted by an ellipsoid on a point situated either in the interior or outside
this ellipsoid, but in the latter case the point is assumed to be on situated on one of its axes. In fact,
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Lagrange worked out this problem for an ellipsoid with three axes of different lengths, that is, an ellipsoid
which is more general than a spheroid. In the memoir we just mentioned, he recovers formulae that were
established by Colin Maclaurin on the same question, recalling that the latter has already solved this question
in a memoir which won a prize by the French Academy of Sciences in 1740. MacLaurin used geometric
methods, and Lagrange says that from this point of view, this memoir is comparable to the most beautiful
memoirs of Archimedes. But at the same time Lagrange finds it useful to have a solution that is based on
analysis (differential and integral calculus), and this is the object of his own memoir.6 He declares in his
memoir [19] that his aim, in giving a solution by analysis of the questions considered by Maclaurin, “will
serve to destroy one of the main arguments that the detractors of Analysis can bring to lower it and to prove
the superiority of the synthetic method of the Ancients”.

Among the problems that Lagrange considers, we mention the following three:
• To find the general expression of the attraction that a body of a given figure exerts on a point

placed wherever one wishes, assuming that each particle of the body attracts this point as an arbitrary
function of distance.

• To determine the value of the attraction that a body whose surface is expressed by a second degree
equation exerts on a point placed inside the body or on its surface, assuming the attraction is reciprocally
proportional to the squares of the distances.

• Under the assumptions of the preceding problem, to find the attraction exerted on the a point
placed outside the body.

Legendre: geodesy and approximation
Legendre is one of the preeminent mathematicians of the 18th-19th centuries who were heavily

involved in geodesy. In 1787, he collaborated with Jean-Dominique Cassini de Thury (also known as
Cassini IV) for the determination of distances on the coasts of France and England using the method of
triangulations. In his Mémoire sur les opérations trigonométriques, dont les résultats dépendent de la figure
de la terre (Memoir on the trigonometric operations whose results depend on the figure of the Earth) [20],
published the same year, he gives some formulae that are necessary for geodesic calculations in triangles
on the surface of a spheroid whose curvature is “infinitely small”, i.e., triangles whose sides are very small
compared to the radius of the Earth. Such triangles appear in the method of triangulations used in geodesy.
The formulae give what Legendre calls the angle at the horizon, the angle of depression or elevation of an
observed point relative to the horizon at the place of observation, the distance to the horizon, the excess over
180o of the sum of the three angles of a reduced triangle at the horizon, the value of a degrees of meridian
on the spheroid, as well as distances relative to the North Star. He talks about the use of the so-called
repeating circle, an instrument introduced in France by Charles de Borda and Étienne Lenoir at the end
of the 18th century for measuring astronomical distances for the purpose of geodesy. In the same memoir,
Legendre obtains simple formulae for the shortest line which starts at a given point and making with the
meridian a given angle. He writes that his work is motivated by problems in geography, in particular, those
of establishing precise measurements for the coast of France.

In his memoir Analyse des triangles tracés sur la surface d’un sphéroı̈de (Analysis of triangles
drawn on the surface of a spheroid) [21], read to the Academy of Sciences in 1806, Legendre continues the
study of the geometry of the spheroid for its practical use in geodesy, and more precisely, for the purpose
of showing the exactness of the measures that he conducted for the computation of distances between
Dunkerque and Montjouy, near Barcelona, using a chain of geodesic triangles. From the mathematical point
of view, Legendre considers the following problem: On the surface of the spheroid whose axis and diameter
are known, given a triangle such that we know the following five quantities: two sides and a vertex they
contain, the latitude of this vertex and the azimuth of one side, to determine the third side of the triangle
(and therefore, to determine completely the triangle). He gives an approximate value of this side up to order
4, under the hypothesis that the Earth flattening is small. More precisely, he obtains a good approximation
of a quantity z such that if the value of the known angle is lowered by this quantity, the third side is equal
to the one of a Euclidean triangle formed by the two known sides and the angle A− z they contain. At
the same time, he shows that the difference in angles between this spheroidal triangle and the spherical

6 As a matter of fact, it is known that Lagrange, in several works (and the calculus of variations is one characteristic
example), replaced Euler’s geometric arguments by analytic ones.
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triangle whose sides have the same lengths is of order three, and he notes that for the work in geodesy, the
differences between such triangles are negligible.

It is interesting to see that Felix Klein, in vol. III of his famous treatise Elementary mathematics
from a higher standpoint [22], comments on Legendre’s approximations in geodesy (see p. 175), and in
particular on a theorem of the latter extracted from his Géométrie [23, p. 426] which says the following:

Suppose we are given a small triangle of angles α,β,γ on a sphere of radius one and a plane
triangle of the same side lengths and angles α′,β′,γ′. Let us set ϵ to be the angle excess of the spherical
triangle, that is, ϵ = α+ β + γ − 180o. Then we have α′ = α− ϵ

3 , β′ = β − ϵ
3 , γ′ = γ − ϵ

3 .
Such a formula allows to conduct geodesic measurements with Euclidean triangles rather than

spherical, which is much simpler for numerical calculations.
The same work by Klein contains a chapter on geodesy and on the measurements of gravity, under

the hypothesis that the Earth is a spheroid.
Talking about Legendre, we finally mention his article with Delambre titled Méthodes analytiques

pour la Détermination d’un arc du Méridien (Analytical methods for determination an arc of the meridian)
[24] (1798).

Gauss, mathematician and geographer
C.-F. Gauss generalized Legendre’s considerations from the theoretical and applied point of view,

again with practical surveying goals in mind, see [25, p. 115]. Dombrowski, the modern editor of Gauss’s
Disquisitiones generales circa superficies curvas [25], quotes a letter from the latter to his friend H. W.
Olbers in which he writes: “[. . . ] In practice this [the difference of the correction values for the different
angles of terrestrial geodesic triangles] is of course not at all important, because it is negligible for the
largest triangles on Earth that can be measured; however, the dignity of science requires that we understand
clearly the nature of this inequality”.

We recall that Gauss, besides being arguably the most important mathematician of his time, was also
a geographer and a geodesist. Being the head of the University of Göttingen’s observatory, geography was
part of his official activities. His works on the differential geometry of surfaces was motivated by questions
on geography. In 1820, he was in charge of the project of measuring the extent of the Kingdom of Hanover,
and for this, he realized a triangulation of these regions. His famous paper titled Allgemeine Auflösung
der Aufgabe: die Theile einer gegebnen Fläche auf einer andern gegebnen Fläche so abzubilden, daß die
Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen ähnlich wird (General solution of the problem: to
represent the parts of a given surface on another so that the smallest parts of the representation shall be
similar to the corresponding parts of the surface represented) [26], published in 1825, which contains his
famous results on the conformal representation of simply connected surfaces, was motivated by geographical
questions. Indeed, he writes in this paper that his aim is only to construct geographical maps and to study
the general principles of geodesy for the task of land surveying.

Gauss’s famous geometrical paper, the Disquisitiones generales circa superficies curvas (General
investigations on curved surfaces), which contains his Theorema Egregium saying that curvature is the
only obstruction for a surface to be faithfully represented on the plane (§12; p. 20 of the English transla-
tion), contains precise measurements of angles between Mt. Hohehagen, Brocken and Inselberg. We also
mention Gauss’s 1828 paper on the spheroid, titled Conforme Abbildung des Sphäroids in der Ebene (Pro-
jectionsmethode der Hannoverschen Landesvermessung) (Conformal mapping of the spheroid in the plane;
projection method of the Hannoversche Landesvermessung) [27].

Jacobi and the relation with Abelian integrals
In the 19th century, the study of geodesics on the spheroid, and more generally, on the ellipsoid, was

an important research topic, and several mathematicians worked on it. C. G. J. Jacobi studied this problem
in several memoirs, see e.g. [28, 29] and the memoir published in 1841 and titled De la ligne géodésique
sur un ellipsoı̈de, et des différents usages d’une transformation analytique remarquable (On the geodesic
line on an ellipsoid and the various usages of a remarkable analytic transformation) [30]. In the last memoir,
Jacobi declares that his motivation for the study of this problem arises from geography, and he mentions
works of Lambert and Gauss on this topic, as well as works by Euler on mechanics. Jacobi was led in this
study to abelian integrals, which is one of his favorite subjects. He studied similar problems of geodesy
using elliptic functions.
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In another memoir published in 1857 and titled Solution nouvelle d’un problème fondamental de
géodésie (A new solution of a fundamental problem in geodesy) [31], Jacobi considers, on an ellipsoid
having the shape of the Earth, a geodesic arc whose length is known, as well as the latitude and the azimuth
angle at its origin, and he studies the question of finding the latitude and the azimuth angle at the extremity
of this arc, as well as the difference in longitudes between the origin and the extremity. He writes that the
same problem has been recently treated with particular care by Gauss, who gave different solutions of it.

Jacobi also included the study of closed geodesics on the ellipsoid in the context of dynamics,
see [32]. Weierstrass continued Jacobi’s work on closed geodesics on an ellipsoid and he introduced in this
study theta functions, see [33].

Other works

Among the other works on the geometry of the spheroid motivated by questions of geography, let
me mention Laplace’s Mécanique céleste (Celestial mechanics, first version 1798) [34, p. 128ff], in which
the latter studies the curves on a spheroid whose length is shortest among the curves joining two given
points.

J. D. Gergonne wrote an article on loxodromic curves on an ellipsoid, De la loxodromie, sur
une surface de révolution, et, en particulier, sur un sphéroı̈de elliptique (On loxodromy, on a surface of
revolution, and in particular, on an elliptic spheroid) [35] (1817–1818). Here, the word loxodromy denotes
a line on a surface of revolution which makes a constant angle with meridians. The author establishes a
differential equation satisfied by such a curve and he solves it in the case of a spheroid.

Among the other mathematicians of the same period who were also geographers, we mention F. W.
Bessel, who, in his paper Über die Berechnung der geographischen Längen und Breiten aus geodätischen
Vermessungen (The calculation of longitude and latitude from geodesic measurements) [36], gave a solution
to the problem of the geodesics on the spheroid for its use in geography. An English translation of this
paper by Ch. F. F. Karney and R. E. Deakin, is available. The same author, in 1837, wrote a paper
titled Bestimmung der Axen des elliptischen Rotationssphäroids, welches den vorhandenen Messungen
von Meridianbögen der Erde am meisten entspricht (Determination of the axes of the elliptical rotational
spheroid that is most consistent with existing measurements of Earth meridian arcs).

At the turn of the twentieth century, Poincaré studied geodesics on spheroids in the context of the
theory of differential equations, more precisely, using a method of Lagrange that the latter introduced in his
work on the motion of a planet under the action of perturbations due to other planets, and which he calls
the “theory of variation of the constants”. In Poincaré’s terminology, a spheroid is a convex surface which
is sufficiently close to a sphere. In some sense, this study is a generalization of a study that Poincaré made
earlier of geodesics on the sphere. In his paper Sur les lignes géodésiques des surfaces convexes (On the
geodesic lines of convex surfaces) [37], published in 1905, Poincaré is interested in the number of stable
closed geodesics on such a surface, that is, closed geodesics that remain so under small deformations. He
shows that in the case of the spheroid, this number is odd. After treating this question on a spheroid, he
addresses the same question in the case of a general convex surface. Poincaré’s interest in this kind of
questions is motivated by their relation with the 3-body problem.

Many other works on the geometry of the spheroid, or the ellipsoid, were done in the 19th century
by various authors. We mention works of Cayley [38], Gundermann [39], Forsyth [40, 41] Helmert [42],
Ivory [43], Kummell [44], Krüger [45], Liouville [46–48], Monge [49], Oriani [50, 51] Puissant [52, 53]
and Stein [54].

We end our list with a more recent article. L. E. Ward, in a paper titled Geodesics and plane arcs
on an oblate spheroid published in 1943 [55], studies the following question:

Given two points P1 and P2 on a spheroid that are not on the same meridian, let s12 be the length
of the geodesic connecting them, and σ12 be the length of arc which is the intersection of the spheroid with
the plane containing P1 and P2 and which passes by the center of the spheroid. By how much does σ12

exceed s12?
The author declares that this question is motivated by the current interest in navigation.

Later in the 20th century, J. Moser studied the geodesics on the spheroid in the context of isospectral
deformations of surfaces, see [56, 57].



Успехи кибернетики / Russian Journal of Cybernetics. 2022;3(2):11–23 21

Conclusion
The geometry of the spheroid was already studied by Archimedes, back in the 3rd century BC

(see the Method treating of mechanical problems, a work that Archimedes dedicated to Eratosthenes, who
was, among other attributes, a major geographer [58]). Of course, neither Archimedes nor Eratosthenes
talked about the Earth being a spheroid. It was after the geographical discoveries of the eighteenth century
concerning the true figure of the Earth that the study of the spheroid was carried out in the setting of
differential geometry and the calculus of variations.

It is interesting to see how questions in geography contributed to the development of geometry.
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34. De Laplace P. S. Mécanique céleste. Vol. 2. Œ uvres. Vol. 2, Paris: Imprimerie Royale; 1843.
35. Gergonne J. D. De la loxodromie, sur une surface de révolution, et, en particulier, sur un sphéroı̈de
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quelconque. Comptes Rendus des Séances de l’Académie des Sciences. Paris, 22. 1846, p. 111–113.
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24
Н. Н. Смирнов, В. Ф. Никитин, Е. И. Скрылева, Ю. Г. Вайсман

Многократная пропитка пористой среды в условиях микрогравитации: экспериментальные исследования и математическое моделирование

DOI: 10.51790/2712-9942-2022-3-2-3

МНОГОКРАТНАЯ ПРОПИТКА ПОРИСТОЙ СРЕДЫ В УСЛОВИЯХ МИКРОГРАВИТАЦИИ:
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Н. Н. Смирнов1,2, В. Ф. Никитин1,2, Е. И. Скрылева1,2, Ю. Г. Вайсман1

1 Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, г. Москва, Российская
Федерация

2 Федеральный научный центр «Научно-исследовательский институт системных исследований
Российской академии наук», г. Москва, Российская Федерация

jennyne@yandex.ru

Аннотация: в работе рассматривается процесс многократной пропитки пористой среды за счет
капиллярных сил в условиях микрогравитации. Подобные исследования имеют большое значения как
для космических технологий, так и для земных приложений. Например, на космической станции тече-
ние жидкости за счет капиллярных эффектов можно наблюдать в тепловых трубках, очистных систе-
мах, в гидропонных системах для выращивания растений. В условиях земной гравитации капиллярные
эффекты могут также оказывать существенное влияние на фильтрационные течения, например при до-
быче углеводородов, когда происходит одновременное течение нескольких флюидов сквозь порисую
среду.

Наблюдение капиллярных эффектов при обычной гравитации затруднено, так как действие си-
лы тяжести преобладает над капиллярными силами, маскируя некоторые важные аспекты. В данной
работе рассматриваются эксперименты по течению жидкости сквозь высокопроницаемую пористую
среду во время параболических полетов. Результаты экспериментов показали, что с каждой последую-
щей параболой жидкость поднимается выше, т.е. наблюдается более интенсивная пропитка в уже смо-
ченной среде. Для моделирования таких процессов требуются специальные математические модели,
учитывающие гистерезис. В статье описаны такие модели и представлены результаты численного мо-
делирования на их основе. Приведено сравнение экспериментальных данных и результатов численного
моделирования фильтрационных потоков жидкости, показана возможность определения неизвестных
эмпирических констант на экспериментальном базисе.
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Abstract: the paper considers multiple successive imbibitions of a porous medium due to capillary
forces in microgravity. Such studies are of great importance both for space and Earth technologies. For
example, on space stations liquid flows due to capillary effects can be observed in heat pipes, purifica-
tion systems, and hydroponic plant growing systems growing plants. Under the Earth’s gravity, capillary
phenomena significantly affect seepage flows (e.g., in hydrocarbon production) when several fluids flow
simultaneously through a porous medium.

Observing capillary effects under normal gravity is difficult because gravity dominates over capillary
forces, masking some key aspects. This paper discusses experimental studies of liquid flows through a highly
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permeable porous medium during parabolic flights. The results show that with each subsequent parabola arc,
the liquid rises higher, i.e. there is more intensive imbibition in the already wetted medium. To simulate
such processes, special models are required to consider hysteresis. The paper covers such models and
presents the simulation results. The experimental data and simulation of seepage fluid flows are compared.
Unknown empirical constants can be estimated experimentally.

Keywords: capillary effects, microgravity, seepage, hysteresis.
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Введение
Исследование процесса фильтрации под действием капиллярных сил в условиях микрогравита-

ции представляет большой интерес для земных и космических технологий. Например, на космических
аппаратах капиллярное движение жидкостей наблюдается в различных устройствах и процессах, таких
как системы очистки, тепловые трубки (рис. 1) или подкачка топлива в условиях невесомости.

Капиллярные силы играют главную роль при выращивании растений гидропонным способом
(рис. 2), то есть в искусственных средах без почвы. Движение жидкостей, происходящее внутри живых
организмов в условиях малой гравитации, отличается от того, что происходит в земных условиях.
Знания об этих процессах могут найти применение в космической биомедицине.

Рис. 1. Терморегуляция на космическом корабле:
движение жидкости в тепловых трубках под

действием капиллярных сил

Рис. 2. Выращивание растений в условиях
микрогравитации: распределение воды или
питательного раствора в корневой зоне

Изучение капиллярных эффектов в земных условиях [1–4] затруднено: в стандартных пори-
стых средах течения трудно визуализировать, а в средах с крупными порами капиллярная пропитка
невозможна из-за преобладающего влияния силы тяжести. В данной работе рассматриваются течения
в высокопроницаемых пористых средах в условиях микрогравитации, которые достигаются посред-
ством параболических полетов (рис. 3).

Также в работе описывается новый способ обработки экспериментальных данных, приводятся
результаты такой обработки. Представлены результаты вычислительного моделирования многократ-
ной пропитки пористой среды в условиях микрогравитации. Моделирование процесса происходит с
использованием некоторых эмпирических констант, значения которых подбираются на основе экспери-
ментальных данных.

Рассматривается течение двух несжимаемых жидкостей в неподвижном пористом скелете, фа-
зовые переходы отсутствуют. Тепловые и инерционные эффекты не учитываются. Значение и направ-
ление гравитации меняется с течением времени. Учитывается гистерезис относительных проницаемо-
стей и капиллярного давления. Задача представляет собой вытеснение одной жидкости другой за счет
капиллярных эффектов.

Математическая модель
Подробно вопросы математического и численного моделирования процесса многократной про-

питки пористой среды в условиях микрогравитации описаны в [6, 7].
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Рис. 3. Параболические полеты

Уравнения баланса массы фаз запишутся следующим образом:

∂

∂t
(φρksk)+

∂

∂xj

(︀
ρkuk,j

)︀
= 0. (1)

Средняя по объему скорость фильтрации определяется как

uj=
∑︁

k

uk,j .

Считаем, что пористость среды не зависит от времени. Плотности жидкостей полагаем посто-
янными, тогда после суммирования уравнений (1) получим:

∂uj

∂xj
= 0.

Запишем уравнения баланса импульса в форме закона Дарси:

vkj= −KA
KR

k (s1,s2)
µk

(︂
∂pk

∂xj
+ρkgj

)︂
,

где vkj=uk,i/φsk.
Давление между фазами определяется капиллярным давлением, зависящим только от насыщен-

ности:
pc
1 (s1)=p2−p1.

Будем моделировать капиллярное давление по модели Леверетта:

pC=
σ cos θ√︀

KA/ϕ
J(S), J(S) =C0+CWS−n1−CN (1−S)−n2 .

Относительные проницаемости моделируются согласно модели Кори, которая в общем случае
выглядит так:

KR
1 =a1Sn1 , KR

2 =a2(1−S)n2 , S=
s−sR

1

1− (sR
1 +sR

2 )
.

Без гистерезиса дренажа и пропитки здесь везде константы, с гистерезисом переменными яв-
ляются остаточные насыщенности и значения ak.

Пусть изначально образец сухой, заполнен несмачивающей второй фазой. Тогда начальное со-
стояние sR

1 = 0. При этом:

sR
2 =

1
1+C2

= const.

При этом a1=kR
1 , a2= 1. Эти постоянные сохраняются до тех пор, пока идет пропитка, то есть

пока выполняется условие ∂s/∂t≥0.
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Пусть в некоторый момент знак производной насыщенности сменился: ∂s/∂t< 0. Значение sR
1 ,

которое сохраняется за все время дренажа, будет равно

sR
1 =

smax
1

1+C1smax
1

.

Здесь smax
1 — максимальное значение насыщенности первой фазы, достигнутое во время про-

питки. Постоянные C1, C2 задаются изначально, они называются постоянными Лэнда, а эта модель
гистерезиса — моделью Лэнда. Также изменятся постоянные a1= 1, a2=kR

2 , эта смена отражает харак-
тер относительных проницаемостей при дренаже и пропитке.

Если знак производной насыщенности опять сменится и снова начнется пропитка, величина sR
1

останется прежней, поменяются только a1 и a2.
Задача одномерная, все переменные заданы на отрезке x∈ [0,L]. В начальном состоянии столб

пористой среды пропитан до высоты xini:

s1 =

{︃
0, x ≥ xini,

1, x < xini.

Граничные условия таковы:
x= 0: p=p∞ — начальное гидростатическое давление,
x=L: p=p0 — атмосферное давление.

Экспериментальные исследования
Экспериментальная ячейка [8] представляет собой полый алюминиевый параллелепипед. Две

противоположные стороны ячейки оборудованы стеклянными окошками, предназначенными для на-
блюдения за капиллярной пропиткой (рис. 4). Пористая среда моделируется насыпкой стеклянных
шариков.

Рис. 4. Экспериментальная ячейка

Такая среда обладает рядом преимуществ. Правильная форма шариков позволяет пренебречь
возможной анизотропностью среды, упрощая исследование течения жидкости, а прозрачность среды
предоставляет возможность легко визуализировать инерционное течение. Снизу к ячейке с помощью
небольшого канала подсоединен резервуар, из которого жидкость поступает в ячейку. В течение всего
эксперимента ведется видеозапись капиллярной пропитки пористой среды. Впоследствии она разби-
вается на последовательность изображений. Изначально течение жидкости изучалось по исходным
изображениям, но было затруднено из-за недостаточной контрастности фотографий. Опишем метод
обработки снимков для облегчения исследования движения фронта жидкости. Каждому изображению
соответствует гистограмма, она показывает количество пикселей того или иного оттенка серого. Услов-
но снимок можно разбить на две зоны: более светлую, которая соответствует еще не пропитанной
пористой среде, и более темную, показывающую движение жидкости. На гистограмме это отраженно
в виде двух пиков (рис. 5).

Гистограмма обычно сильно «зубчатая», чтобы ее сгладить, накладывался размывающий
фильтр.
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Рис. 5. Обработка экспериментальных данных

Далее изменялась кривая уровней так, чтобы она проходила через локальный минимум между
этими двумя пиками. Более крутые части кривой представляют собой области высокого контраста, а
плоские части кривой — области низкого контраста. Существует некоторая погрешность, поэтому на
изображении могут оставаться пиксели темно-серых или почти белых оттенков, но их наличие несу-
щественно. Такой способ обработки значительно упрощает исследование движения фронта жидкости.
На основе обработанных изображений были построены графики движения фронта жидкости.

На первом графике (рис. 6) изображены пять последовательных парабол, в течение которых
жидкость то поднималась, то опускалась. Фильтрация происходила в однородной среде, диаметр ша-
риков — 2 мм. Можно заметить, что при повторной пропитке жидкость с каждым разом поднималась
все выше и выше, то есть по уже смоченной пористой среде жидкость поднимается интенсивнее.

Рис. 6. Многократная пропитка однородной пористой среды

Второй график (рис. 7) соответствует капиллярной пропитке неоднородной среды, представлен-
ной на рисунке 5. Диаметр крупных шариков — 6 мм, мелких — 2 мм. Видно, что в менее проницаемой
среде капиллярные эффекты сильнее, но больше сопротивление, поэтому на небольшом участке гра-
фика наблюдается резкое ускорение фронта, но затем он резко замедляется.

На рис. 8 представлено сравнение численного расчета, основанного на математической модели,
описанной выше, и экспериментальных данных. Расчет согласуется с экспериментом: как в экспери-
менте, так и в расчетах жидкость при повторной пропитке поднимается выше.
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Рис. 7. Многократная пропитка неоднородной пористой среды

Рис. 8. Сравнение результата численного моделирования и экспериментальных данных

В расчете использовались следующие константы:

C1= 25, C2= 9.3, kR
1 =kR

2 = 0.015,

aW=aN= 0.5, C0= 0.02, CW= 0.015, CN= 0.009.

Заключение
В случае многократной пропитки пористой среды просачивание происходит интенсивнее

сквозь уже смоченную среду. Рассмотрена математическая модель с учетом гистерезиса, когда режим
пропитки несколько раз сменяется режимом дренажа. На основе предложенной модели проводится
численное моделирование процесса многократной пропитки пористой среды. На экспериментальном
базисе были выбраны эмпирические константы в математической модели. Показано, что результаты
численного моделирования хорошо согласуются с экспериментальными результатами.
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Аннотация: рассматривается лазерный метод, с помощью которого определяется объем веще-
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На промышленных предприятиях, которые занимаются добычей и производством, требуются
комплексы устройств, предназначенные для хранения сырья и продуктов переработки. Такие комплек-
сы, включающие взаимосвязанные группы резервуаров, оснащенные системами сокращения потерь
продуктов, безопасности, пожаротушения и средствами автоматизации, называют резервуарными пар-
ками [1].

Развитие предприятий приводит к увеличению масштабов производства, и в связи с этим встает
вопрос о быстром получении точной информации об имеющихся на предприятиях объемах веществ и
динамике их применения. Это порождает задачу точного измерения данных показателей.

В данной работе будет рассматриваться лазерный метод, с помощью которого можно опреде-
лить уровень и объем вещества в резервуаре. Однако лазерный метод (как и другие методы измерения)
не может дать точных измерений в условиях помех, создаваемых внешними факторами, такими как
запыленность, задымленность, пары в резервуарах. Одним из способов повышения точности при из-
мерении уровня веществ является применение фильтра Калмана [7, 8, 9].

Целью работы является изучение фильтра Калмана применительно к лазерному методу изме-
рения уровня в резервуарных парках. Для достижения цели нужно выполнить следующие задачи:

• представление принципов функционирования резервуарных парков;
• обзор лазерных уровнемеров, а также исследование альтернативных измерителей уровня;
• выполнение экспериментов с использованием лазерного уровнемера;
• сбор, обработка и анализ полученных данных;
• возможности применения фильтра Калмана;

http://orcid.org/0000-0001-9624-7697
http://orcid.org/0000-0001-9624-7697
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• программная реализация фильтра Калмана на выборке данных, полученных в экспериментах.
Конечным результатов данной работы будет являться описание применения фильтра Калмана

для обработки данных, полученных в экспериментах с использованием лазерного уровнемера, а также
программная реализация данного метода.

Методы контроля и управления параметрами веществ в резервуарном парке
Система управления резервуарным парком содержит измерительное оборудование, средства со-

пряжения и связи, рабочие станции и программное обеспечение [10]. Для обеспечения оперативного
управления резервуарным парком требуется знать ряд параметров, к которым относятся уровень и объ-
ем вещества в резервуарах, температура этого вещества, давление в резервуаре, расход вещества и ряд
других величин. Для измерения уровня вещества в резервуарах и его объема наиболее перспективным
из всех известных способов контроля этих параметров является лазерный метод [11].

Схематически процесс измерения уровня вещества лазерным методом представлен на рис. 1.

Рис. 1. Схема измерения уровня вещества в резервуаре лазерным методом

Для повышения точности и достоверности тех или иных измерений во многих процессах ис-
пользуется фильтр Калмана [3–6].

Схема функционирования фильтра Калмана приведена на рис. 2.

Рис. 2. Схема функционирования фильтра Калмана

Применение фильтра Калмана представляет собой итерационный процесс, который включает
в себя прогноз (экстраполяцию) и корректировку.

Прогноз:
x̂t−1|t−1 = Ftx̂t−1|t−1 + Btut,

Pt|t−1 = FtPt−1|t−1F
T
t + Qt.

Корректировка:
yt = x̂t|t − Htx̂t|t−1,

x̂t|t = x̂t|t−1 + Ktỹt,

Kt = Pt|t−1H
T
t (HtPt|t−1H

T
t + Rt)

−1
,

Pt|t = (I − KtH t)Pt|t−1, где
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x̂1 — априорная оценка состояния на текущий шаг по оценке с предыдущего шага;
P — апостериорная ковариационная матрица ошибок состояния системы;
F — матрица перехода между состояниями;
Bt — матрица управляющих воздействий;
ut — управляющее воздействие;
P — предсказание ошибки;
y — отклонение полученного на шаге k наблюдения;
Ht — матрица измерений;
Rt — матрица ковариаций шума измерений;
Kt — коэффициент усиления Калмана;
I — единичная матрица.
Индексы следующие: текущий период времени — t|t, предыдущий период времени — t−1|t−1

и t|t − 1 являются промежуточными шагами.

Применение и практическое использование фильтра Калмана
Реализация фильтра Калмана апробирована в эксперименте по измерению уровня при прохож-

дении лазерного луча уровнемера через запыленную среду, создаваемую песком, цементом и влагой.
Прогноз:

x̂t−1|t−1 = x̂t−1|t−1 ,

Pt|t−1 = Pt−1|t−1 + Qt. (1)

Корректировка:
yt = x̂t|t − x̂t|t−1,

x̂t|t = x̂t|t−1 + Ktyt,

Kt = Pt|t−1(Pt|t−1 + Rt)
−1,

Pt|t = (I − Ktt)Pt|t−1. (2)

Матрицы Ft и Ht для решаемой задачи принимаются единичными, так как измерение уровня пред-
ставляет линейное объединение вектора состояния и случайных погрешностей, зависящих от помехи.
Поскольку управление при измерении уровня отсутствует, управляющее воздействие Btut равно нулю.
Для ковариационной матрицы погрешности измерений R используются данные о точности измерения,
взятые из паспорта дальномера. Для получения ковариационной матрицы Qt выполнялось моделиро-
вание методом Монте-Карло [2]. Процедура измерений уровня была реализована экспериментально в
лабораторных условиях. Эксперимент проводился в лабораторных условиях, максимально приближен-
ных к ситуациям на производстве, и для измерения уровня подходит любой цилиндрический объект.

Для эксперимента используются следующие материалы и оборудование:
• лазерный дальномер (далее устройство) на основе компонентов системы Овен МСД-200;
• персональный компьютер с операционной системой Microsoft (далее — ПК);
• пластиковый цилиндр объемом 12 л;
• подставка;
• цемент;
• песок;
• распылитель с водой.

Всего было проведено три эксперимента с песком, цементом и парами воды:
1. Устройство было помещено на подставку высотой 45 сантиметров.
2. Рядом с подставкой было установлен пластиковый цилиндр, в основание которого был направ-

лен луч лазера.
3. Связь устройства и ПК осуществлялась при помощи специального программного обеспече-

ния — конфигуратора МСД-200.
4. Запускался процесс сбора данных на устройстве, в это время в цилиндр на небольшом рас-

стоянии от луча лазера вдувался песок, или цемент, или распылялась вода, создавая помехи на пути
распространения лазерного луча.
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5. Длительность описанных выше процессов составляла 50–70 секунд, по окончании которых
устройство отключалось и эксперимент заканчивался.

Результатом всех экспериментов являются таблицы в формате .csv со значениями изменения
уровня, ниже на рисунке 4 приведены результаты экспериментов в графическом виде. Далее к ним
применялся алгоритм фильтрации Калмана. Наибольшие помехи создает пыль от цемента, а наимень-
шее воздействие имеют капли воды из распылителя.

При использовании фильтра Калмана по формулам (1) и (2) находилось приближенное значение
уровня.

Рассматриваемая реализация фильтра Калмана апробирована в эксперименте по измерению
прохождения лазерного луча уровнемера через запыленную среду, создаваемую песком, цементом и
влагой [2].

Рис. 3. Структурная схема алгоритма

Программная реализация фильтра Калмана
Для программной реализации выбран язык программирования Python, который имеет множе-

ство библиотек для анализа и обработки данных.
В представленной реализации были использованы следующие библиотеки: Numpy, Pandas и

Matplotlib.
Структурная схема алгоритма программной реализации фильтра Калмана приведена на рисун-

ке 3.
После выполнения программы были получены результаты фильтрации данных, которые пред-

ставлены в графическом виде на рисунке 4. На этом рисунке по оси абсцисс показано время в секундах,
по оси ординат указаны значения уровня в миллиметрах.
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Рис. 4. Результат работы фильтра Калмана на выборке эксперимента с песком, цементом, влагой

В результате работы фильтра были получены уточненные значения исходных данных.

Заключение
В процессе выполнения работы были получены следующие результаты:

• описано функционирование резервуарного парка;
• проведены эксперименты с использованием лазерного уровнемера, собраны и проанализирова-

ны полученные данные;
• кратко охарактеризован фильтр Калмана применительно к задаче измерения уровня в условиях

помех;
• выполнена программная реализация фильтра Калмана и проведено применение реализации к

выборке данных, полученных в экспериментах.
Фильтр Калмана является эффективным алгоритмом для отсечения шумов и лишних данных,

повышения точности.
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Введение
Более семидесяти лет тому назад были построены нелинейные дифференциальные уравнения

(модель Келдыша с одной и двумя степенями свободы [1]), автоколебательные решения которых поз-
волили объяснить природу флаттера. Модель Келдыша [1] продолжает привлекать к себе внимание
исследователей [2]. Открытым все эти годы оставался вопрос о влиянии шума на модель Келдыша.
Подобная задача о влиянии шума на осциллятор Ван дер Поля была решена впервые в [3], на что было
обращено внимание в [4]. В [3] было показано, что если интенсивность шума превышает некоторое
критическое значение, то автоколебания исчезают. Аналогичный результат был получен в [5] с помо-
щью стохастического уравнения эволюции энергии динамической системы с одной степенью свободы
[6]. В настоящей работе стохастическое уравнение эволюции энергии динамической системы с одной
степенью свободы [6] применено к модели Келдыша с одной степенью свободы, в которую включен
аддитивный источник белого шума.

Решение нелинейного дифференциального уравнения в модели Келдыша
Нелинейное дифференциальное уравнение (см., например, модель Келдыша с одной степенью

свободы [2]) имеет вид
Jẍ + kx = −µẋ − (Φ + κẋ2) sign ẋ, (1)
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где константы J = k = κ = 1, µ < 0, Φ > 0 определены в [2].
Если энергия невозмущенной динамической системы имеет вид

E =
Jẋ2

2
+

kx2

2
, (2)

то точки поворота траектории имеют вид

x1,2 = ±
√︂

2E
k

. (3)

Стохастическое уравнение эволюции энергии динамической системы с одной степенью свободы [6]
имеет вид

dE
dt

=
2
T

x2∫︁
x1

(f̄ + δf )dx, (4)

где T = 2π
√︁

J
k — период колебаний невозмущенной системы; f̄ = −µẋ − (Φ + κẋ2) sign ẋ; δf =

√
2Dξ(t); D — интенсивность шума случайного источника; ξ = ξ(t) — случайная величина с единичной

дисперсией.
Скорость динамической переменной найдем с помощью (2)

ẋ = ±
√︂

2E − kx2

J
. (5)

С помощью (5) перепишем уравнение (4) в виде

dE
dt

= ∓(a0E
1
2 + a1E + a2E

3
2 ) + a3E

1
2 δf , (6)

где a0 = 2
√

2
π ·

Φ√
J
, a1 = µ

J < 0, a2 = 8
√

2
3π ·

κ

J
3
2
, a3 = 2

√
2

π ·
1√
J
.

Знак минус в правой части уравнения (6) соответствует знаку плюс в формуле (5). Уравнение
(6), в котором отсутствует флуктуирующий источник,

dE
dt

= ∓(a0E
1
2 + a1E + a2E

3
2 ) (7)

имеет три стационарные точки E = 0 и

√︀
E1,2 =

−a1 ±
√︁

a2
1 − 4a0a2

2a2
, (8)

где дискриминант a2
1 − 4a0a2 = (µ2−δ2K)

J2 ; δ2K = 128Φκ
3π2 .

Покажем, что при δ2K < µ2 динамическая система (модель Келдыша) релаксирует либо к внеш-
нему

√
E1, либо к внутреннему

√
E2 предельному циклу в зависимости от знака минус или плюс в

уравнении (7).

Решение уравнения (7), в правой части которого стоит знак минус, имеет вид

√
E =

√
E1 −

√
E2A · exp(−t/τ)

1− A · exp(−t/τ)
, (9)

где A =
√

E0−
√

E1√
E0−

√
E2

; E0 = E(t0 = 0) — начальное значение энергии динамической системы (модели

Келдыша с одной степенью свободы) в момент времени t0 = 0; время релаксации к стационарному
состоянию имеет вид

τ =
2J√︁

µ2 − δ2K
. (10)
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Видно, что при t ≫ τ динамическая система (модель Келдыша) релаксирует к внешнему√
E1предельному циклу. Решение для уравнения (7), в правой части которого стоит знак плюс, сов-

падает формулой (9) при замене t → −t. Видно, что в этом случае динамическая система (модель
Келдыша) релаксирует к внутреннему

√
E2 предельному циклу.

Результаты расчетов
Стационарное решение уравнения (6), в правой части которого стоит знак минус, построим с

помощью (см., например, [7])

g(E) =
1

N
√

E
exp

[︃
−

(︃
2a0E

1
2 + a1E + 2

3a2E
3
2

Da2
3

)︃]︃
, (11)

где N — нормировочный множитель.

Рис. 1. График плотности вероятности обнаружения динамической системы (модели Келдыша) в
зависимости от энергии динамической системы построен для значения интенсивности случайного

источника D = 0.2

График функции (11) плотности вероятности обнаружения динамической системы (модели Кел-
дыша) в зависимости от энергии динамической системы построен для двух значений интенсивности
случайного источника D = 0.2 на рис. 1 и D = 0.4 на рис. 2. Константы J = k = κ = 1; µ = −1.2987;
Φ = 0.2 определены в [2].

С помощью формулы (8) можно вычислить E1 ≈ 0.845 и E2 ≈ 0.027. Радиусы внешнего и внут-
реннего предельного цикла на рис. 1а в работе [2] близки к значениям

√
2E1 ≈ 1.303 и

√
2E2 ≈ 0.23,

соответственно. Видно, что график функции (11) на рис. 1 достигает максимального значения при
энергии динамической системы E = 0 и при энергии, которая немного меньше, чем E1 ≈ 0.845. Ана-
логичный результат был получен в [5] при исследовании влияния интенсивности шума на положение
максимума плотности вероятности обнаружения динамической системы, которая описывается уравне-
нием Ван дер Поля.
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Рис. 2. График плотности вероятности обнаружения динамической системы (модели Келдыша) в
зависимости от энергии динамической системы построен для значения интенсивности случайного

источника D = 0.4

Заключение
Видно, что при D ≥ Dcrit. ≈ 0.4 автоколебания подавлены, так как исчез максимум функции

(11), который описывает плотность вероятности обнаружения динамической системы в окрестности
предельного цикла. Динамическая система переходит в квазистационарное состояние покоя, так как
автоколебания вновь появятся при уменьшении интенсивности случайного источника.
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Аннотация: рассматривается одномерное параболическое уравнение в прямоугольнике (0,T )×
(a,b), на одной из боковых сторон которого заданы данные Коши, а также задано условие Коши в
начальный момент времени. Решение этой задачи ищется в пространстве Соболева. Построен класс
данных, для которого решение задачи Коши с данными Коши на боковой поверхности прямоугольника
существует и единственно. Класс является минимальным, т. е. условия гладкости на данные нельзя
ослабить, они необходимы и достаточны для существования решений в данном классе Соболева. Ре-
шение является регулярным, это означает, что все производные, входящие в уравнение, принадлежат
пространству L2. Задача сама по себе некорректна по Адамару. Математические модели такого типа
возникают при описании процессов тепломассопереноса. Имеется большое количество работ, посвя-
щенных задачам такого типа, как в одномерном, так и в многомерном случае. В литературе основное
внимание уделено численному решению задачи, поскольку она возникает во многих приложениях.
Кроме того, известны теоремы единственности решений, оценки устойчивости решений и теоремы су-
ществования решений в классах Хольгрена. Мы немного уточняем последние результаты и получаем
теорему существования решений в классах конечной гладкости.
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Введение
Мы рассматриваем вопрос об определении граничных данных вместе с решением в параболи-

ческом уравнении:
Lu = ut − L0u = f (x,t), (x,t) ∈ G × (0,T ), G = (a,b), (1)

где L0u = a(x)uxx − b(x)ux − c(x)u. Уравнение дополняется граничными данными вида:

u(0,x) = u0, u(t,a) = ψ1(t), ux(t,a) = ψ2(t). (2)

Определению подлежат функции u и u(t,b) или ux(t,b). Математические модели такого типа возникают
при описании процессов тепломассопереноса. Имеется большое количество работ, посвященных зада-
чам такого типа, как в одномерном, так и многомерном случае (см. [1, гл. 1, 2; 3, § 8.3]. В литературе
основное внимание уделено численному решению задачи, поскольку она некорректна в смысле Ада-
мара ([4, §1.4; 5-8, 10, 11]). Известны также оценки устойчивости и теоремы единственности решений
(библиографию и результаты можно найти в [2]. В работе [9] имеется теорема существования реше-
ний задачи (1)-(2), где в качестве исходных данных берутся только значения решения и нормальной
производной в точке x = 0 (т.е. нет начального условия), а также показано, что если коэффициенты
уравнения, правая часть и данные принадлежат классу Хольмгрена, то решение такой задачи существу-
ет и единственно. Показано также, что если дополнительно задано начальное условие в точке t = 0,
то возможно определение не только решения, но и одного из коэффициентов уравнения (1). Класс
Хольмгрена состоит из функций u(t,x) ∈ L∞(Q) таких, что найдутся постоянные C,M такие, что суще-
ствуют производные ∂ku

∂tk для всех k и ‖∂ku
∂tk ‖L∞(Q) ≤ C(2n)!/M2k. Возникает вопрос о таком же точном

результате, в случае когда коэффициенты и правая часть не являются бесконечно дифференцируемыми.
По-видимому, такой результат неизвестен. В работе мы приводим оптимальные условия на данные в
этом простом случае.

Определения и вспомогательные утверждения
В работе мы используем пространства Соболева и Гельдера W s

p (G), Cα(G) (см. определения в

[12, 13]). Под нормой вектора понимаем сумму норм координат. Пусть (u,v) =
∫︀
G u(x)v(x)dx. Обо-

значим через Bδ(x0) — шар радиуса δ с центром в точке x0. Мы также используем анизотропные
пространства Соболева W s,r

p (S) = W s
p
(︀
J ;Lp(Γ)

)︀
∩ Lp

(︀
J ;W r

p (Γ)
)︀

и Гельдера Cα/2,α(Q), Cα/2,α(S) (см.
определения в [12]).

Напомним некоторые свойства преобразования Лапласа ℒ(u)(p) =
∫︀∞
0 e−ptu(t) dt. Пусть E –

гильбертово пространство. Преобразование Лапласа изоморфно отображает пространство Соболева
W̃ s

2 (R+;E) функций, определенных на (0,∞), допускающих продолжение нулем при t < 0 с сохране-
нием класса, с нормой ⃦⃦

e−γ0tũ(t)
⃦⃦
W s

2 (R;E) =
⃦⃦
u(t)

⃦⃦
s,γ0

,

где ũ(t) — продолжение функции u, определенной при t ≥ 0, нулем на всю вещественную ось, на
пространство Es,γ0 аналитических в области Re p > γ0 > 0 функций c конечной нормой

⃦⃦
U (p)

⃦⃦2
s,γ0

= sup
γ>γ0

∫︁ ∞

−∞

⃦⃦
U (γ + iτ)

⃦⃦2
E |γ + iτ|2s dτ. (3)

В частности, при s = 0 имеем, что норма ‖e−γtu‖L2(0,∞;E) совпадает с нормой∫︁ ∞

−∞
‖U (γ + iτ)‖2E dτ. (4)

В случае если E = C, или E = L2(G), или E = W s
2 (G), приведенные выше свойства преобразования

Лапласа имеются, например, в [14] (см. теорему 7.1 в случае E = C и §8 — в остальных случаях). Если
s ̸= 1/2, то нормы ‖e−γ0tũ(t)‖W s

2 (R;E) и ‖e−γ0tu(t)‖W s
2 (R+;E) эквивалентны (см. [14]).

Предположим, что

a ∈ C1(︀[a,b]
)︀
∩W 2

1 (a,b), b ∈ C
(︀
[a,b]

)︀
∩W 1

1 (a,b), c ∈ L∞(a,b). (5)
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Естественным образом также считаем, что найдутся постоянные M1,M2 > 0 такие, что M1 ≤ a(ξ) ≤ M2

для всех ξ. Далее считаем эти условия на коэффициенты оператора L0 выполненными, не оговаривая
это дополнительно в формулировках утверждений.

Рассмотрим уравнение

L0u− λu = f (x), | argλ| ≤ π− δ0, δ0 ∈ (0,π). (7)

Положим r(ξ) = 1
⧸︀√︀

a(ξ). Далее знак ≈ в выражении a(λ) ≈ b(λ) означает, что выполнено
равенство a(λ) = b(λ)

(︀
1 + O

(︀ 1√
λ

)︀)︀
при соответствующих параметрах λ.

Лемма 1 ([15, лемма 1]). Cуществуют два линейно независимых решения однородного уравне-
ния (7), удовлетворяющие асимптотике

y1(x) ≈ exp
(︂∫︁ x

a
r1(ξ) dξ−

√
λ

∫︁ x

a
r(ξ) dξ

)︂
,

y′1(x) ≈ −
√
λr(x) exp

(︂∫︁ x

a
r1(ξ) dξ−

√
λ

∫︁ x

a
r(ξ) dξ

)︂
,

y2(x) ≈ exp
(︂∫︁ x

a
r1(ξ) dξ +

√
λ

∫︁ x

a
r(ξ) dξ

)︂
,

y′2(x) ≈
√
λr(x) exp

(︂∫︁ x

a
r1(ξ) dξ +

√
λ

∫︁ x

a
r(ξ) dξ

)︂
,

где λα = |λ|αeiα arg λ, −π < argλ < π, λ = σ+ iγ, r1(ξ) = −1
2 (ar′r − br2)(ξ).

Рассмотрим задачу Коши для уравнения (7). Запишем данные Коши

v(a) = v0, vx(a) = v1. (8)

Лемма 2. Пусть v — решение задачи Коши (7), (8), где f = 0. Тогда имеет место представле-
ние

v(b) =
v0

2
exp

(︂√
λ

∫︁ b

a
r(ξ) dξ +

∫︁ b

a
r1(ξ) dξ

)︂(︂
1 + O

(︂
1√
λ

)︂)︂
+

+
v1

2
√
λr(a)

exp
(︂√

λ

∫︁ b

a
r(ξ) dξ +

∫︁ b

a
r1(ξ) dξ

)︂(︂
1 + O

(︂
1√
λ

)︂)︂
. (9)

v′(b) =

√
λr(a)v0

2
exp

(︂√
λ

∫︁ b

a
r(ξ) dξ +

∫︁ b

a
r1(ξ) dξ

)︂(︂
1 + O

(︂
1√
λ

)︂)︂
+

+
v1

2
exp

(︂√
λ

∫︁ b

a
r(ξ) dξ +

∫︁ b

a
r1(ξ) dξ

)︂(︂
1 + O

(︂
1√
λ

)︂)︂
. (10)

Функция v допускает оценку

2∑︁
i=0

‖v(i)‖L2(G) + |λ|‖v‖L2(G) ≤ c0(|
√
λr(a)v0|+ |v1|) exp

(︂
Re
√
λ

∫︁ b

a
r(ξ) dξ

)︂
|λ|1/4,

где c0 — некоторая постоянная, не зависящая от λ. Если v1 = 0 или v0 = 0, то найдутся постоянные
ci, не зависящие от λ, такие, что

c1

(︃
2∑︁

i=0

‖v(i)‖L2(G) + |λ|‖v‖L2(G)

)︃
≤ |λ|3/4|v0|eRe

√
λ
∫︀ b
a r(ξ) dξ ≤ c2

(︃
2∑︁

i=0

‖v(i)‖L2(G) + |λ|‖v‖L2(G)

)︃
, (11)

или

c1

(︃
2∑︁

i=0

‖v(i)‖L2(G) + |λ|‖v‖L2(G)

)︃
≤ |λ|1/4|v1|eRe

√
λ
∫︀ b
a r(ξ) dξ ≤ c2

(︃
2∑︁

i=0

‖v(i)‖L2(G) + |λ|‖v‖L2(G)

)︃
. (12)
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Доказательство. Запишем Вронскиан W (ξ) = y′1(ξ)y2(ξ)− y1(ξ)y′2(ξ). Используя асимптотику
из леммы 1, получим

W (x1) ≈ −2
√
λr(x1) exp

(︂
2
∫︁ x1

a
r1 dξ

)︂
. (13)

Выпишем представление решения задачи Коши. Решение уравнения (7) представимо в виде

v(x) = c1y1(x) + c2y2(x),

где yi — решения, определенные в лемме 1. Удовлетворяя данным, получим систему

c1y1(a) + c2y2(a) = v0, c1y′1(a) + c2y′2(a) = v1,

решение которой записывается в виде c1 = (−y′2(a)v0 + y2(a)v1)/∆, c2 = (y′1(a)v0 − y1(a)v1)/∆, где
∆ = W (a). Используя асимптотику, получим

c1 =
v0

2

(︂
1 + O

(︂
1√
λ

)︂)︂
− v1

2
√
λr(a)

(︂
1 + O

(︂
1√
λ

)︂)︂
,

c2 =
v0

2

(︂
1 + O

(︂
1√
λ

)︂)︂
+

v1

2
√
λr(a)

(︂
1 + O

(︂
1√
λ

)︂)︂
. (14)

Тогда решение записывается в виде

v(x) =
(︂

v0

(︂
ch
(︂√

λ

∫︁ x

a
r(ξ) dξ

)︂(︂
1 + O

(︂
1√
λ

)︂)︂
+

+
1√
λr(a)

v1 sh
(︂√

λ

∫︁ x

a
r(ξ) dξ

)︂(︂
1 + O

(︂
1√
λ

)︂)︂)︂)︂
e
∫︀ b
a r1(ξ) dξ. (15)

Подставляя здесь x = b, мы получим представление (9). Дифференцируя представление решения и
используя (14), а также взяв x = b, мы придем к (10). Чтобы получить оценку (11), достаточно оценить
интегралы J1 = ‖ ch(

√
λ
∫︀ x
a r(ξ) dξ)‖L2(G), J2 = ‖ sh(

√
λ
∫︀ x
a r(ξ) dξ)‖L2(G). Они оцениваются одинаково.

Например, для первого из них имеем

J2
1 ≤

∫︁ b

a
e2Re

√
λ
∫︀ x
a r(ξ) dξ dx ≤ δ0

∫︁ b

a
e2Re

√
λ
∫︀ x
a r(ξ) dξr(x) dx ≤ δ0

2Re
√
λ

e2Re
√
λ
∫︀ b
a r(ξ) dξ,

где δ0 = maxx∈[a,b](1/r(x)). Аналогично,

J2
2 ≤

δ0

2Re
√
λ

e2Re
√
λ
∫︀ b
a r(ξ) dξ.

Из этих неравенств вытекает оценка

|λ|‖v‖L2(G) ≤ c0(|
√
λr(a)v0|+ |v1|) exp

(︂
Re
√
λ

∫︁ b

a
r(ξ) dξ

)︂
|λ|1/4.

Оценка для функций v′′, v′ вытекает непосредственно из уравнения (7). Таким образом, оценка (11)
получена. Оценки (12), (13) также элементарно вытекают из представления (15).

Далее приведем теоремы разрешимости прямой задачи. Предположим, что

u0(x) ∈W 1
2 (G), u0(a)|Γ = ψ1(0), (16)

e−λtψ2 ∈W 1/4
2 (0,T ), e−λtψ1 ∈W 3/4

2 (0,T ), f (t,x)e−λt ∈ L2(Q). (17)

Рассмотрим вспомогательную задачу

ut − L0u = f (t,x), u(0,x) = u0, u(t,a) = ψ1, u(t,b) = 0. (18)

Следующая теорема имеется в [14] (см. также теорему 8.2 в [17]).
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Теорема 1. Пусть T = ∞. Предположим, что выполнено условие (16). Тогда найдется число
λ0 ≥ 0 такое, что если λ ≥ λ0 и выполнено условие (17), то существует единственное решение
задачи (18) со свойством e−λtu ∈W 1,2

2 (Q).
Если T < ∞, тогда можем взять λ0 = 0 и теорема может быть сформулирована в следующем

виде.
Теорема 2. Пусть T < ∞ и выполнены условия (16), (17) при λ = 0. Тогда существует

единственное решение задачи (18) такое, что u ∈W 1,2
2 (Q).

Основные результаты
Считаем, что условия (16), (17) выполнены, для некоторого λ такого, что Re λ ≥ λ0, где па-

раметр λ0 ≥ 0 построен в теореме 1. Построим решение w0 вспомогательной задачи (18) такое, что
e−λtw0 ∈W 1,2

2 (Q). После замены переменных w = u− w0 мы придем к более простой задаче

wt − L0w = 0, w(t,a) = 0, wx(t,a) = ψ2 − w0x(t,a) = ψ̃2, w|t=0 = 0. (19)

Мы предполагаем, что справедливо представление

ψ̃2(t) =
∫︁ t

0
Vγ(t − τ)ψ02(τ)dτ, e−λtψ02 ∈W 1/4

2 (0,T ), γ =
∫︁ b

a
r(ξ) dξ, (20)

где Vγ = γe−γ2/4t

2
√
πt3/2 . Имеем, что ℒV̂γ(λ) = e−

√
λγ (см. лемму 1.6.7 в [18]).

Теорема 3. Пусть T =∞. Предположим, что выполнено условие (16). Тогда найдется λ0 ≥ 0
такое, что если λ ≥ λ0 и выполнены условия (17), (20), то существует единственное решение задачи
(1), (2) такое, что e−λtu ∈W 1,2

2 (Q). Справедливы оценки

‖e−λtw‖W 1,2
2 (Q) ≤ C‖e−λtψ02‖W 1/4

2 (0,∞) <∞.

‖e−λtw(t,b)‖W 3/4
2 (0,∞) + ‖e−λtwx(t,b)‖W 1/4

2 (0,∞) ≤ C‖e−λtψ02‖W 1/4
2 (0,∞) <∞,

где w — решение вспомогательной задачи (19). Если существует решение задачи (1), (2) такое, что
e−λtu ∈ W 1,2

2 (Q) для некоторого λ ≥ λ0 (где параметр λ0 определен в теореме 1), то выполнены
условия (16), (17), (20). Решение u удовлетворяет оценке

‖e−λtu‖W 1,2
2 (Q) ≤ c(‖e−λtf‖L2(Q) + ‖u0‖W 1

2 (G) + ‖e−λtψ1‖W 3/4
2 (0,∞) + ‖e−λtψ02‖W 1/4

2 (0,∞)).

Доказательство. В силу теоремы 1 достаточно рассмотреть вспомогательную задачу (19). При-
меняя преобразование Лапласа к уравнению (19), придем к задаче

−L0ŵ + pŵ = 0,Re p ≥ λ0. (21)

ŵ|x=0 = 0, ŵx|x=0 = ℒ(ψ̃2)(p) = ˆ̃ψ2, (22)

где постоянная λ0 взята из теоремы 1. Возьмем λ ≥ λ0. Решение этой задачи существует и единственно,
как мы выяснили в лемме 2. Увеличивая λ0, если необходимо, можем считать, что при Re p ≥ λ ≥
λ0 > 0 справедливы представления из леммы 1. Получим оценки.

Запишем решение этой задачи

v(x) = c1y1(x) + c2y2(x),

где постоянные представлены формулой (14).
Используя лемму 2, а также свойства преобразования Лапласа, имеем

sup
σ>λ

∫︁ ∞

−∞
‖ŵ(σ+ iξ)‖2W 2

2 (G)+ |p|‖ŵ(σ+ iξ)‖2L2(G) dξ ≤ C sup
σ>λ

∫︁ ∞

−∞
‖ ˆ̃ψ2(σ+ iξ)‖2|e2Re

√
pγ|p|1/2 dξ, p = σ+ iξ.

Однако имеем, что
ℒ(ψ̃2)(p) = Vγ(p)ψ̂02 = e−

√
pγψ̂02.
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Тогда из предыдущего неравенства получим

sup
σ>λ

∫︁ ∞

−∞
‖ŵ(σ+ iξ)‖2W 2

2 (G) + |p|‖ŵ(σ+ iξ)‖2L2(G) dξ ≤ C1 sup
σ>λ

∫︁ ∞

−∞
‖ ˆ̃ψ02(σ+ iξ)‖2|p|1/2 dξ.

Последнее влечет, что для вектор-функции ŵ определено обратное преобразование Лапласа и справед-
лива оценка

‖e−λtw‖W 1,2
2 (Q) ≤ C‖e−λtψ02‖W 1/4

2 (0,∞) <∞.

Получим оценки для следов w(t,b), wx(t,b). Воспользуемся леммой 2. Как и ранее, имеем

sup
σ>λ

∫︁ ∞

−∞
|ŵ(t,b)(σ+ iξ)|2|p|3/2 + |ŵx(t,b)|σ+ iξ)|2|p|1/2 dξ ≤ C sup

σ>λ

∫︁ ∞

−∞
‖ ˆ̃ψ02(σ+ iξ)‖2|p|1/2 dξ.

Отсюда вытекает оценка

‖e−λtw(t,b)‖W 3/4
2 (0,∞) + ‖e−λtwx(t,b)‖W 1/4

2 (0,∞) ≤ C‖e−λtψ02‖W 1/4
2 (0,∞) <∞.

Получим утверждение в обратную сторону. Пусть существует решение задачи (1), (2) такое, что
e−λtu ∈ W 1,2

2 (Q) для некоторого λ ≥ λ0. Условия (16), (17) вытекают из стандартных теорем вло-

жения (см. §8 в [14]). Построим решение w0, e−λtw0 ∈W 1,2
2 (Q). Покажем, что функция ψ̃2 допускает

представление (20). Рассмотрим вспомогательную задачу (19). В соответствии с теоремой 1 функция
w0 обладает свойством e−λtw0 ∈W 1,2

2 (Q). Тогда и e−λtw ∈W 1,2
2 (Q). Применяя преобразование Лапла-

са, придем к задаче (21), (22). Но тогда в силу леммы 2 имеем оценку

sup
σ>λ

∫︁ ∞

−∞
‖ ˆ̃ψ2(σ+ iξ)‖2e2Re

√
pγ|p|1/2 dξ ≤ c sup

σ>λ

∫︁ ∞

−∞
‖ŵ(σ+ iξ)‖2W 2

2 (G) + |p|‖ŵ(σ+ iξ)‖2L2(G) dξ <∞.

Таким образом, определено обратное преобразование Лапласа от функции ψ̂02 = ˆ̃ψ2(σ+iξ)e
√

pγ, причем
сама функция ψ02 обладает свойством e−λtψ02 ∈ W 1/4

2 (0,∞). Тогда имеем равенство ψ̂2 = e−
√

pγψ̂02.
Откуда и вытекает представление (20).

В случае конечного промежутка (0,T ) теорема 3 переформулируется в следующем виде.
Теорема 4. Пусть T < ∞. Предположим, что выполнено условие (16), (17), (20), где λ0 = 0.

Тогда существует единственное решение задачи (1), (2) такое, что u ∈W 1,2
2 (Q). Справедливы оценки

‖w‖W 1,2
2 (Q) ≤ C‖ψ02‖W 1/4

2 (0,T ) <∞.

‖w(t,b)‖W 3/4
2 (0,T ) + ‖e−λtwx(t,b)‖W 1/4

2 (0,T ) ≤ C‖e−λtψ02‖W 1/4
2 (0,T ) <∞.

Если существует решение задачи (1), (2) такое, что e−λtu ∈ W 1,2
2 (Q) для некоторого λ ≥ λ0 (где

параметр λ0 определен в теореме 1), то выполнены условия (16), (17), (20). Решение u удовлетворяет
оценке

‖u‖W 1,2
2 (Q) ≤ c(‖f‖L2(Q) + ‖u0‖W 1

2 (G) + ‖ψ1‖W 3/4
2 (0,T ) + ‖ψ02‖W 1/4

2 (0,T )).

Доказательство. Рассмотрим представление (20). Продолжим функцию ψ02 на весь интервал
(0,∞) с сохранением класса как функцию с компактным носителем (например, нулем) и определим
соответствующую функцию ψ2 . Как и ранее, решаем вспомогательную задачу (19). Все условия тео-
ремы 3 выполнены. Применяя теорему 3, получим, что решение существует. Мы тем самым построим
решение вспомогательной задачи на (0,∞), его сужение на промежуток [0,T ] даст нам искомое ре-
шение вспомогательной задачи. Единственность решений вытекает из стандартных теорем, например,
мы можем сослаться на [19] (теорема 2).

Замечание 1. В качестве вспомогательной задачи при построении функции w0 мы можем
рассматривать любую корректную краевую задачу. Естественным образом при этом изменится условие
(20). Например, мы можем взять в качестве функции w0 решение задачи

ut − L0u = f (t,x), u(0,x) = u0, ux(t,a) = ψ2, u(t,b) = 0. (23)

Тогда вместо функции ψ2 возникнет дополнительное условие на функцию ψ1, поскольку задача (19)
перейдет в задачу

wt − L0w = 0, w(t,a) = 0, w(t,a) = ψ1 − w0(t,a) = ψ̃1, wx|t=0 = 0. (24)

Оно будет иметь аналогичный характер, т. е. должно иметь место представление (20).
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Аннотация: в данной статье представлен метод, направленный на решение проблемы раннего
обнаружения возгорания на видеоизображениях с камер наблюдения, основанный на временном ана-
лизе подозрительной области. Представленный метод позволяет проводить сжатие рассматриваемой
области видеоизображения до временного ряда, который классифицируется рекуррентной нейросетью.
Временной ряд собирается из метрик, снимаемых с самой области и окружения, которые отражают
ее «мерцание». Анализ «мерцания» позволяет определить, содержит ли область огонь. Предложенный
алгоритм позволяет значительно снизить количество ложных срабатываний при обнаружении огня бла-
годаря анализу видеоизображения по времени. Способ сжатия исходных данных до временного ряда
из набора характеристик области и окружения позволяет использовать небольшую рекуррентную ней-
росеть для классификации подозрительной области вне зависимости от ее размера. Эти особенности
позволяют применить данную модель при создании автономного детектора для раннего обнаружения
возгорания на основе одноплатного компьютера и видеокамеры. В статье приводится описание предло-
женной модели и обучения нейросети, оценки качества обучения и результаты экспериментов, а также
примеры работы, выполненные на одноплатном компьютере Jetson Nano от NVIDIA.
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Abstract: this article presents a method for early fire detection using video images from surveillance
cameras, based on a temporal analysis of the suspicious area. The method makes it possible to compress
the area of the video image to a time series, which is classified by a recurrent neural network. The time
series contains metrics measured in the area and its surroundings to consider for its flicker. The flicker
analysis determines whether the area is on fire. The proposed algorithm significantly reduces the number
of false fire alarms as the video image are analyzed over time. The source data compression to a time
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Введение
Пожары до сих пор являются угрозой для жизни и имущества. В современном мире, кроме

традиционных способов обнаружения возгораний с помощью различных датчиков, реагирующих на
изменение температуры или химического состава воздуха, предлагаются решения на основе компью-
терного зрения и нейросетевых алгоритмов. Очевидное теоретическое преимущество решений на базе
компьютерного зрения перед классическими датчиками — это возможность раннего обнаружения воз-
горания, когда до датчиков дыма или температуры просто не доходит воздействие источника горения.
А возможность раннего обнаружения возгорания — это возможность спасти жизни и имущество от
пожара.

Одновременно с развитием компьютерного зрения и машинного обучения на основе нейросе-
тей активное развитие получили технологии граничных вычислений, и на рынок вышли целые се-
мейства одноплатных компьютеров от различных технологических гигантов. Мощности одноплатных
компьютеров растут благодаря использованию графических ускорителей (GPU), а в последнее время —
и специальных тензорных процессоров (TPU) для работы с многомерными матрицами.

В данной работе внимание сосредоточено на задаче создания автономного детектора на осно-
ве одноплатного компьютера, который сможет произвести раннее обнаружение возгорания внутри и
снаружи помещений по видеоизображению с камер наблюдения. Один из таких компьютеров — Jetson
Nano от компании NVIDIA показан на рисунке 1.

Наблюдая возможности и успехи развития сферы машинного обучения, компьютерного зрения,
а также расцвет интернета вещей (IoT) и граничных вычислительных устройств (edge computing),
можно было бы предположить, что задача раннего обнаружения возгорания по видеоизображению
давно уже под силу разработчикам охранных систем. Однако практика применения существующих
на рынке решений для обнаружения огня с помощью интеллектуального анализа видео, а также обзор
предлагаемых в нашей стране и за рубежом новых методов, дает понимание о том, что универсального
решения нет, задача сложнее, чем кажется на первый взгляд и решить ее для наибольшего количества
сценариев пока не удается.

Существующие решения для определения огня на видеоизображении, полученном без исполь-
зования специального оборудования (например, тепловизоров), а с помощью обычной цветной видео-
камеры, часто ограничиваются применением сверточных нейросетей с некоторой предобработкой ви-
деопотока. Точность таких детекторов, то есть способность находить в кадре вещи, похожие на огонь,
на сегодняшний день достаточно высока и в некоторых случаях достигает близких к 100% значений.
Одновременно с этим большой проблемой всех решений по огню является высокая ошибка первого
рода, то есть неспособность детектора различать огонь и похожие на него объекты. Большая величина
этой ошибки означает, что детектор будет давать много ложных срабатываний, замечая огонь там, где
его нет. Максимальное снижение ошибки первого рода — это один из основных моментов, позволяю-
щий перейти от просто модели, распознающей огонь на видеоизображении, к устройству, готовому к
применению на практике.

Работы по теме
За последние годы глубокое обучение сделало огромный шаг вперед, во многом — в сфере

компьютерного зрения и ориентирования в пространстве, благодаря новым подходам и архитектурам
сверточных сетей. В ряде работ эти методы и подходы были применены к задаче раннего обнару-
жения возгораний на видеоизображениях. Несмотря на высокие показатели точности в нахождении
огня на изображениях, эти модели не могут верифицировать подозрительную область во времени, что
приводит к частым ошибкам первого рода, то есть ложным срабатываниям.

Одновременно с этим активно развивается и аппаратная часть вычислительных машин, что
позволяет разрабатывать автономные устройства для построения умной и безопасной окружающей
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Рис. 1. Одноплатный компьютер Jetson Nano и RaspberryPI-камера (сенсор Sony IMX477)

среды. В работах [1, 2, 3] команды исследователей из разных стран демонстрируют возможности
создания автономных детекторов для раннего обнаружения возгораний по видеоизображениям на базе
одноплатных компьютеров. Детекторы в работах [1, 2] построены на базе одноплатного компьютера
Jetson Nano, в работе [3] — на базе Banana Pi. В основе метода работы детекторов в работах [1, 2, 3, 4] —
поиск источников возгорания с помощью сверточных нейросетей без анализа по времени. Однако, как
было сказано выше, отсутствие верификации по времени не позволяет избежать ложных срабатываний,
даже несмотря на высокие показатели точности распознавания этих моделей.

Одна из успешных работ, показывающих пространственно-временное обнаружение возгора-
ния и задымления на видеопоследовательности, — работа китайской исследовательской команды [5].
В процессе обработки видеоизображения идет накопление кадров подозрительной области в течение
некоторого времени, в результате которой данные этой области образуют трехмерный массив цвет-
ных изображений. Далее этот массив проходит классификацию с помощью нейросети на содержание
дыма/огня. Такая проверка позволяет существенно уменьшить количество ложных срабатываний, но
набирается большой объем данных для классификации каждой подозрительной области изображения.
Это делает невозможным создание детектора на компьютерах вроде Jetson Nano, который вел бы мо-
ниторинг территории в режиме реального времени.

В 2010 году еще одна исследовательская команда [6] также прорабатывала вопрос раннего
обнаружения возгорания по видео, отталкиваясь от поведения огня во времени. Их подход базируется
на анализе мерцания, которое создает огонь в процессе горения. Они не анализируют область целиком
как изображение, однако снимают некоторую характеристику с области и затем, анализируя изменение
этой характеристики во времени, делают вывод о наличии/отсутствии огня в этой области.

Результаты работы китайских исследователей [5] показывают, что верификация подозритель-
ных областей по времени позволяет существенно снизить ошибку первого рода при детекции огня и
дыма на видеоизображениях. А работа 2010 года [6] говорит о том, что возможно существенно со-
кратить объем данных, необходимых для того, чтобы различить огонь в поведении некоторой области
изображения, отталкиваясь от его поведения как объекта.

Еще одна современная работа, демонстрирующая пространственно-временное обнаружение за-
дымлений и возгораний [7], основана на последовательном выделении пространственных признаков
подозрительных областей при помощи сверточной модели нейросети с архитектурой Faster-RCNN и
классификации временного ряда собранных признаков с помощью рекуррентной нейросети с LSTM-
архитектурой (Long-Short-Term-Memory). Предлагаемый подход во многом аналогичен данной работе
в целом, и основное отличие — иной способ извлечения и накопления пространственных признаков
для классификации области.

Другая интересная работа [8] представляет применение стереозрения для определения местопо-
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ложения возгорания в трехмерном пространстве и использование расстояния от камеры до источника
горения в качестве критерия для снижения уровня ложноположительных срабатываний. В перспективе
любой автономный детектор возгораний и/или задымлений по видеоизображению может быть обору-
дован стереозрением и дополнен функционалом определения местоположения источника горения в
трехмерном пространстве. Это может быть использовано для интеграции детектора раннего обнаруже-
ния возгораний, скажем, с адресной системой пожаротушения.

В предлагаемом методе предлагается сделать упор на то, чтобы верифицировать подозритель-
ные области обязательно по времени, так как это способно уменьшить ошибку первого рода, и при
этом использовать как можно меньше вычислительных мощностей для создания автономного детекто-
ра на компьютере Jetson Nano.

Гипотеза состоит в том, чтобы использовать в качестве данных определенные метрики
регионов-кандидатов, собранные в течении короткого времени, и провести анализ собранных данных с
помощью нейросети. Поскольку данные такого рода представляют собой временной ряд, или последо-
вательность данных, то для задачи классификации такого ряда нужно решить задачу много-к-одному
с помощью рекуррентной нейросети (RNN).

Предлагаемый метод
Предлагаемый метод направлен на создание детектора возгораний, работающего на малых вы-

числительных мощностях (edge computing) и при этом не совершающего таких ошибок, как, например,
реагирование на статичное изображение огня в кадре, проходящего человека в красной куртке или
разного рода блики, часто появляющиеся на разных поверхностях в кадре.

Общий механизм распознавания огня с помощью компьютерного зрения аналогичен тому, ка-
ким образом это делает человек: заметив что-то напоминающее огонь в поле своего зрения, переместит
свое внимание в эту область для принятия решения, действительно ли был замечен огонь. Конвейер
обработки видеоизображения для задачи компьютерного зрения, в целом, состоит из тех же шагов:

1) выделения регионов-кандидатов, то есть прямоугольных областей кадра, предположительно
содержащих огонь;

2) анализ данных областей во времени для классификации на содержание источника горения.
Задача данного исследования — найти способ анализировать регионы-кандидаты по времени с

минимальными вычислительными затратами, высокой точностью и низким значением ошибки.
Цель исследования — получить легкую нейросетевую модель для классификации регионов-

кандидатов по времени на содержание источника горения (огня) в реальном времени, которая будет
использоваться в конвейере автономного детектора возгораний на основе граничных вычислений.

Основное техническое новшество предлагаемой модели детектора возгораний — временная
интерпретация видеоизображения, а точнее — предлагаемый способ извлечения признаков и их клас-
сификация.

Для работы с временными признаками и последовательностями данных в глубоком обучении
используются рекуррентные нейросети. Это класс сетей, предназначенных для моделирования последо-
вательных данных, таких как временные ряды или естественный язык. Задача обнаружения возгорания
требует классификации временного ряда, отражающего поведение некоторой области видеоизображе-
ния во времени. Поэтому в архитектуре нейросети после рекуррентного слоя стоят два полносвязанных
слоя (Dense Layer) для классификации на содержание/отсутствие огня.

Логично, что чем больше пространственных признаков каждого кадра видеоизображения бу-
дет использовано для формирования временной последовательности для классификации, тем точнее
будет результат. Обратной стороной такой полноты исходных данных является, само собой, большая
ресурсоемкость их обработки.

Временные признаки в общем смысле представляют собой последовательный набор данных,
которые могут быть как отдельными числовыми характеристиками, так и, например, целым изобра-
жением или картой признаков либо иной структурой данных. Какой бы процесс ни описывала эта
последовательность признаков, она будет иметь некоторое минимальное значение длины, ниже кото-
рого процесс предсказания не будет эффективным на этом наборе данных. Поэтому выбран более
оптимальный путь минимизации размера самих величин, из которых набирается последовательность
признаков, вместо сокращения длины ряда.
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Предлагаемый способ получения признаков для некоторой прямоугольной области R кадра
видеопоследовательности и формирования из них временного ряда состоит в следующем:

- данная область R кадра берется в качестве основной области (с масштабом 1x);
- строятся две дополнительные прямоугольные области с центрами и ориентацией как у основ-

ной области в масштабах 2x и 1/2x;
- область кадра, содержащая все три масштабные области, преобразуется в цветовое простран-

ство HSV (hue-saturation-value);
- для трех масштабных областей находятся средние значения величин h, s и v, обозначающие

компоненты оттенка, насыщенности и яркости цвета; итого — 9 числовых значений для одного региона-
кандидата в кадре.

Полученные средние значения величин h, s, v для трех масштабных областей, построенных
для одного региона-кандидата, берутся в качестве временного признака, и из таких наборов значений
составляется ряд для последующей классификации. По объему данных один набор значений равен
объему данных цветного изображения из трех пикселей. Такой способ формирования временных при-
знаков делает процесс инвариантным к размеру региона-кандидата. Для большего региона модель
будет затрачивать немного больше времени для расчета средних значений, но на выходе иметь для
классификации точно такой же небольшой набор признаков, что несравнимо с исходными объемами
данных. Остается вопрос, почему такая модель будет работать на распознавание огня и насколько
эффективен предлагаемый метод.

Для ответа обратимся к рисунку 2, на котором показан процесс сбора временных признаков с
некоторой фиксированной области изображения указанным выше способом. Для примера, показанного
на рисунке 1, имеются 4 области: заключающая огонь и окружающее его пространство (1), заключа-
ющая только огонь (2) с небольшой внешней окантовкой, немного меньше огня (3), внутри огня (4).
Видно, что и значения величин h, s, v, и динамика изменений этих значений отличаются для разных
областей в зависимости от «масштаба» и того, что область в себе содержит. Отсюда гипотеза о том,
что можно научить нейросеть с RNN-архитектурой классифицировать такие последовательности вре-
менных признаков на те, которые соответствуют наличию огня, от всех остальных.

Поэкспериментировав с масштабными областями на разных видеоизображениях, содержащих
огонь, и оценив величины h, s, v, мы выбрали следующий способ расчета областей и их количества:
три области, которые строятся путем масштабирования в обе стороны средней области, заключающей
в себя только огонь. Выбор именно такого способа расчета масштабных областей и их количества
основан на особенностях самого огня, его большой вариативности в разных условиях горения и его
поведении в пространстве.

Наглядно процесс получения величин h, s, v для областей, как содержащих огонь, так и не
содержащих его, показан на рис. 3–5.

На рисунке 6 изображен общий алгоритм верификации региона-кандидата на содержание огня:
Алгоритм состоит из следующих шагов:

1) выделение области предполагаемого нахождения цели (огня, по цвету/движению, с помощью
сверточной нейросети и т.д.) и двух масштабных областей (x2 и x0.5);

2) преобразование изображения в цветовое пространство HSV (hue, saturation, value);
3) вычисление средних значений HSV для трех выделенных ранее масштабных областей;
4) повторение пунктов 2) и 3) для последовательности кадров (экспериментально — 32 кадра) и

получение в результате входного вектора для рекуррентной нейросети из 9 сигналов (h, s, v для трех
областей) по 32 значения;

5) инференс обученной рекуррентной нейросети для классификации выбранного участка видео-
последовательности;

6) полученная в результате инференса вероятностная оценка того, что верифицируемый регион-
кандидат действительно содержит огонь.

Архитектура нейросети
Задача классификации последовательности данных не является новой, как и архитектуры ней-

росетей, предложенные для ее решения. В данной работе использована архитектура, показанная на
рисунке 7.



52
И. М. Клемышев, С. С. Лебедев, С. О. Старков

Исследование возможностей создания нейросетевого программно-аппаратного комплекса для раннего видеообнаружения возгорания в режиме реального времени

Рис. 2. Сбор данных средних величин h, s, v с областей разного масштаба, содержащих в себе огонь
с разной степенью включения

Рис. 3. Примеры масштабных областей и снимаемых с них сигналов средних величин
Hue-Saturation-Value (показаны в нижнем ряду, преобразованы в пространство цвета RGB (Hue-Red,

Sat-Green, Val-Blue))

Входной слой имеет размерность 32х9, что означает 32 шага по времени и 9 значений на
каждый шаг. Далее идет слой рекуррентной сети (LSTM или GRU), с входной размерностью 32х9
и восемью шагами на выходе. Для рекуррентного слоя заданы dropout и reccurent_dropout, которые
способствуют лучшему обучению сети и помогают избежать переобучения за счет случайного отклю-
чения части узлов, соединяющих текущий и последующий слои. Выход рекуррентного слоя направлен
на вход классификатора на основе двух полносвязанных (Dense) слоев с двумя байесовскими выходами
нейросети, на которых получается результат классификации последовательности.

В процессе исследования и обучения модели произведена небольшая модификация архитек-
туры для сравнения результатов обучения и поиска более оптимальной конфигурации. В частности,
модификации касались применения GRU-слоев вместо LSTM, а также использование dropout-ов как
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Рис. 4. Пример сигналов h, s, v, снимаемых с масштабных областей на видео, содержащих появление
горения

Рис. 5. Пример сигналов h, s, v, снимаемых с масштабных областей на видео, не содержащих
источника горения (огня)

внутри рекуррентного слоя, так и отдельно в виде Dropout-слоя после рекуррентного.

Данные для обучения
Данные для обучения нейросети были подготовлены вручную с помощью небольших программ-

утилит, написанных для этой задачи.
В лабораторных условиях были отсняты видеоролики, на которых присутствует:

- огонь на разном удалении от камеры;
- движущиеся люди;
- различные движущиеся предметы и механизмы;
- предметы, похожие на огонь, которые могут спровоцировать детектор на ошибку (естественное

и искусственное освещение — дневной свет в окнах, лампы накаливания и газоразрядные).
Получить данные для обучения нейросети можно с помощью разметки видеороликов. Размет-

ка в данном случае является преобразованием видеоизображения во временной ряд количественных
характеристик, и назначение этому ряду соответствующего класса: огонь / не огонь. Для набора видео-
записей, содержащих огонь и снятых с фиксированного ракурса, человек выделяет в каждом ролике
прямоугольную область, описывающую основную область пламени в кадре; при этом происходит рас-
чет и запись усредненных значений HSV для масштабных областей (2х и 0,5х) в файл с данными.
Аналогично для областей, не содержащих огонь, с той разницей, что на выходе для них ставится в
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Рис. 6. Алгоритм верификации региона-кандидата на содержание огня: 1) выделение
региона-кандидата и расчёт масштабных областей; 2) переход в цветовое пространство HSV; 3)

расчет средних значений Hue-Saturation-Value для масштабных областей; 4) набор временного ряда
значений HSV для последующей 5) классификации с помощью рекуррентной нейросети и 6) получение

результата огонь/не огонь

Рис. 7. Архитектура нейросети (с dropout внутри рекуррентного слоя (слева) и с отдельным Dropout
слоем (справа)). Рекуррентный слой LSTM может быть заменен на GRU

соответствие класс «нет огня».
В итоге был получен следующий набор данных для обучающей и тестовой выборки:
30, 231 образцов для обучения;
10, 384 образца для тестирования;

Эксперименты и результаты
Обучение нейросети
Проведен ряд экспериментов с обучением нейросети, с небольшими изменениями как предло-

женной архитектуры, так и наборов данных для обучения, с целью определить наиболее подходящую
конфигурацию модели и параметров обучения.

На собранных данных нейросеть хорошо обучается. Количество эпох обучения — 100. Резуль-
таты экспериментов относительно заданных условий представлены в таблице 1.
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Таблица 1
Результаты обучения рекуррентной сети со слоями GRU (1.1–1.8) и LSTM (2.1–2.8). Для сравнения
были составлены архитектуры с разным количеством ячеек памяти в рекуррентном слое из набора

[8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64] для каждого варианта рекуррентного слоя [GRU, LSTM]

Exp. № RNN type RNN units Accuracy Loss
1.1 GRU 8 0.940402 0.2399
1.2 GRU 16 0.959242 0.1842
1.3 GRU 24 0.982904 0.1022
1.4 GRU 32 0.972351 0.12024
1.5 GRU 40 0.963004 0.14234
1.6 GRU 48 0.94241 0.13233
1.7 GRU 56 0.941058 0.11323
1.8 GRU 64 0.956242 0.14234
2.1 LSTM 8 0.942045 0.2122
2.2 LSTM 16 0.95414 0.14234
2.3 LSTM 24 0.970502 0.10234
2.4 LSTM 32 0.990882 0.09742
2.5 LSTM 40 0.961082 0.10240
2.6 LSTM 48 0.932459 0.12234
2.7 LSTM 56 0.943529 0.13648
2.8 LSTM 64 0.955430 0.12234

Ниже приведены соответствующие графики истории обучения, где голубой тренд показывает
параметр “accuracy”, оранжевый — параметр “loss”.

Рис. 8. Графики обучения рекуррентной нейросети со слоем LSTM с указанием количества ячеек слоя
([8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64])

На фоне хорошего результата обучения для столь сильного сжатия исходных данных (степень
сжатия равносильна сжатию региона-кандидата в каждом кадре до трех цветных пикселей — 9 значе-
ний средних величин пространства HSV) было решено провести дополнительный эксперимент с еще
меньшим количеством входных данных, исключив из временного ряда величины hue (оттенок) для
всех масштабных областей.

Если эксперимент будет удачным и сеть продолжит безошибочно отличать регионы-кандидаты,
содержащие огонь, от всех других, то это будет означать, что нейросеть действительно способна от-
личать области, содержащие огонь по характеру того мерцания, который источник горения создает
на видеоизображении, даже без учета цветовой составляющей огня. Это важный момент, т.к. горение
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Рис. 9. Графики обучения рекуррентной нейросети со слоем LSTM с указанием количества ячеек слоя
([8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64])

разных материалов порождает разную цветовую гамму языков пламени.
Результаты эксперимента приведены в таблице 2.

Таблица 2
Результаты обучения рекуррентной сети со слоями GRU (1, 3) и LSTM (2, 4). Для сравнения были

обучены архитектуры с разным количеством ячеек памяти в рекуррентном слое [16, 32] для
каждого варианта рекуррентного слоя [GRU, LSTM]

Exp № RNN type RNN units Accuracy Loss
1 GRU 32 0.971279 0.10958
2 LSTM 32 0.97736 0.11395
3 GRU 16 0.952367 0.19234
4 LSTM 16 0.942547 0.20134

Примеры работы нейросети без HUE-величины с огнем разной природы, а соответственно, и
разной цветовой палитрой пламени на изображении показаны на рисунке 10.

Нейросеть обучена и протестирована на устройстве Jetson Nano от NVIDIA — одноплатном
компьютере с графическим ускорителем (128 ядер Maxwell), ориентированном на ИИ (нейросети, глу-
бокое обучение, искусственный интеллект) и ресурсоемкие расчеты.

Примеры работы
На рисунках ниже показаны примеры классификации регионов-кандидатов (подозрительных

областей) на содержание или отсутствие огня. Примеры сделаны с помощью программной утилиты,
которая позволяет вручную выделить подозрительную область видеоизображения, образовать от нее
масштабные области по описанному в статье методу и осуществить классификацию данной области
видеоизображения по времени на наличие огня.

На рисунке 10 приведены примеры подтверждения наличия огня в выделенной области.
На рисунке 11 видно, что предложенная модель «отстраивается» от объектов, похожих на огонь,

то есть не дает подтверждения его наличия в области. Это и есть заявленный результат по снижению
ошибки первого рода с помощью временного анализа подозрительной области.

Оценка качества модели
Для того чтобы рассчитать вероятность ложноположительного срабатывания, был использован

следующий подход:
1) собрана коллекция видеороликов, соответствующих следующим критериям:

a) фиксированное положение камеры при съемке;



Успехи кибернетики / Russian Journal of Cybernetics. 2022;3(2):47–59 57

Рис. 10. Примеры работы сети, обученной без HUE-величин, с областями, содержащими огонь
разной природы (что влияет на палитру пламени). На всех изображениях показано подтверждение

наличия огня в подозрительной области

Рис. 11. Подтверждение огня в подозрительной области видеоизображения

Рис. 12. Примеры отсутствия ложных срабатываний на других объектах видеоизображений.
Наличие огня в подозреваемой области не подтверждено

b) если в ролике присутствует огонь, то он не меняет своего местоположения в кадре;
c) независимо от наличия или отсутствия огня в роликах присутствует движение людей,

машин и других объектов;
d) ролики содержат искусственные источники освещения, свет, проникающий в окна, объ-

екты, напоминающие огонь по цвету, блики и поверхности, отражающие огонь на вос-
произведении;

2) каждый ролик из коллекции размечается так, чтобы был известен регион возгорания на данном
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ролике (прямоугольная область, описанная вокруг области горения в кадре);
3) программная утилита прогоняет коллекцию роликов, обнаруживая в каждом подозрительные

области (регионы-кандидаты на содержание огня); два программных процесса занимаются обнаруже-
нием регионов-кандидатов: первый выделяет области, по цвету напоминающие огонь, второй — все
области, где замечено движение (эти области отслеживаются встроенным трекером для того, чтобы
была возможность набрать необходимое количество кадров); подозрительные области подвергаются
классификации с помощью RNN-сети по описанному методу;

4) результат классификации интерпретируется следующим образом:
a) если область классифицирована как содержащая огонь и находится внутри вручную

указанной области огня для данного ролика (или же совпадает с указанной областью на
95 %, коэффициент IoU = 95 %), то результат положительный; (TP — true positive);

b) если область классифицирована как содержащая огонь и находится вне вручную указан-
ной области огня для данного ролика (или же совпадает с указанной областью менее
чем на 95 %, коэффициент IoU < 95 %), то результат ложноположительный; (FP — false
positive);

c) если область классифицирована как область без огня и находится внутри вручную ука-
занной области огня для данного ролика (или же совпадает с указанной областью на 95
%, коэффициент IoU = 95 %), то результат ложноотрицательный (FN — false negative);

d) если область классифицирована как область без огня и находится вне вручную ука-
занной области огня для данного ролика (или же совпадает с указанной областью ме-
нее чем на 95 %, коэффициент IoU < 95 %), то результат отрицательный (TN — true
negative).

Искомые метрики модели: True Positive Rate (TPR) и False Positive Rate (FPR) — рассчитывают-
ся следующим образом:

TPR =
TP

TP + FN
; FPR =

FP
FP + TN

.

В результате эксперимента получены следующие значения величин:
• TP = 284;
• TN = 945;
• FP = 7;
• FN = 4.

Соответственно, вероятности работы модели:
TPR = 284 / (284 + 4) = 0.986;
FPR = 7 / (7 + 945) = 0.0074;
Точность классификации составляет 98.6%, а ошибка первого рода — 0.7 %.

Выводы
В статье предложен метод раннего обнаружения огня на видеопоследовательности, который

позволяет значительно сократить количество ложных срабатываний (ошибку первого рода), что явля-
ется одним из ключевых моментов на пути к созданию автономного детектора, способного к самосто-
ятельной работе в реальных условиях.

Метод предлагает верификацию найденных регионов-кандидатов путем анализа временного ря-
да характеристик с помощью рекуррентной нейросети. Основное новшество предложенной модели —
способ получения временной последовательности, отражающей временное изменение проверяемой
области и пространства вокруг нее с помощью косвенных величин. Способ заключается в выделении
трех масштабных областей, названных так по способу образования и пространственного расположения,
и представляющих собой в некотором виде «пирамиду признаков», часто используемую в архитектуре
сверточных нейросетей. В данном случае признаки — это средние значения величин h, s, v, рассчи-
танные для каждой масштабной области в цветовом пространстве HSV (hue — оттенок, saturation —
насыщенность, value — интенсивность). Три области отражают видимые во времени изменения про-
странства внутри и снаружи предполагаемой области горения. «Колебания» величин h, s, v в этих
областях образуют собой некоторое представление, которое практически безошибочно классифициру-
ется рекуррентной нейросетью.
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Таким образом, регионы-кандидаты, предположительно содержащие область возгорания (или
горения), проходят окончательную проверку по времени и по видимым изменениям пространства внут-
ри, снаружи и в пределах подозрительной области.

Полученные для предложенной модели метрики качества работы: точность классификации
98.6% и ошибка первого рода, равная 0.7 %, позволяют говорить о высоком достигнутом результа-
те и перспективном использовании данного метода.

Кроме уменьшения ложноположительных срабатываний модели, метод позволяет значительно
сократить количество данных для классификации региона-кандидата, что делает эту модель пригодной
для использования в устройствах граничных вычислений, вроде одноплатных компьютеров семейства
Jetson от NVIDIA или других аналогичных, для создания автономных детекторов раннего обнаружения
возгораний по видеоизображениям.

Вся работа, описанная в статье, должна рассматриваться не как уже найденное решение зада-
чи раннего обнаружения огня на видеоизображениях, а как перспективное направление дальнейшего
исследования и основа для создания промышленных аппаратно-программных детекторов, которым че-
ловек сможет доверить охрану имущества от возможных угроз, связанных с огнем.
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Введение
С середины 90-х годов XX века разработано достаточно большое количество программных

комплексов (MagIC, UCSC Code, Calypso, ETH code, GeoFEM и т. д.) [1–5] для математического мо-
делирования геодинамо, с помощью которых получен ряд наблюдаемых характеристик геомагнитного
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поля. Полученные результаты позволили существенно продвинуться в понимании процессов, форми-
рующих магнитное поле Земли. Тем не менее необходимо отметить, что в многочисленных исследова-
ниях [1, 6–8], проведенных с использованием вышеупомянутых программных комплексов, изучались,
в основном, квазиламинарные режимы течений, что оставляет вопросы о реалистичности полученных
результатов.

В кодах для моделирования геодинамо реализована математическая модель магнитогидродина-
мической естественной конвекции вязкой несжимаемой жидкости во вращающемся сферическом слое,
и, как правило, для численного решения используются спектральные и псевдоспектральные методы
[1–8]. Широкое использование спектральных и псевдоспектральных методов обусловлено тем, что для
сферической геометрии они предпочтительней с точки зрения скорости сходимости и вычислитель-
ной эффективности по сравнению с локальными методами (конечно-разностные, конечно-объемные,
конечно-элементные методы) [4, 9]. Несмотря на это, локальные методы обладают рядом преимуществ,
например, таких как: возможность расчета в областях со сложной геометрической формой и использо-
вание широкого спектра моделей турбулентности, т.е. в этом смысле локальные методы являются более
универсальными. В настоящее время существует ряд работ, посвященных созданию численных мето-
дов и программного обеспечения для решения задач геодинамо [4, 9] в рамках локальных подходов.

При использовании локальных методов одна из основных проблем — это получение численного
решения уравнения индукции, удовлетворяющего сеточному уравнению неразрывности. Существуют
различные подходы для обеспечения бездивергентности магнитного поля: использование векторного
потенциала [10]; метод искусственного скалярного потенциала [11–12]; введение в уравнение индукции
градиента псевдодавления [9, 13–16]; метод Пауэлла, который широко применяется в астрофизических
приложениях и основан на записи уравнений в форме, допускающей существование магнитных моно-
полей [17]; алгоритм ограниченного переноса, основанный на использовании интегральной формы за-
кона электромагнитной индукции Фарадея [11, 13, 18]. Перечисленные методы устранения численного
магнитного заряда не являются универсальными и обладают своими преимуществами и недостатками.
Например, коррекция магнитного поля в методе скалярного потенциала нелокальна и поэтому локаль-
ные ошибки в дивергенции магнитного поля могут мгновенно распространяться на всю область [19].
Другие методы, например, метод Пауэлла, не являются, строго говоря, консервативными.

Результаты, представленные в данной статье, являются продолжением работ авторов по разра-
ботке и модификации численных методов решения задач магнитной гидродинамики (МГД) и созданию
программного обеспечения для моделирования геодинамо [20–21]. В настоящей работе рассмотрена
схема дискретизации уравнения индукции магнитного поля, разработанная в рамках метода контроль-
ного объема [22–23] и использующая алгоритм ограниченного переноса [18]. Дискретный аналог урав-
нения индукции записывается для смещённых структурированных расчетных сеток в произвольных
ортогональных криволинейных координатах.

Дискретизация расчетной области

Будем считать, что расчетная область G — это ограниченная область в трехмерном простран-
стве, в которой введены произвольные ортогональные координаты — {xα} (здесь и далее греческие
индексы принимают значения 1, 2, 3 и определяют номер координаты точки или компоненты векто-
ра); {eα} — соответствующий правый ортонормированный базис, {Hα} — коэффициенты Ламе. Пусть
область G можно разбить системой координатных поверхностей на непересекающиеся подобласти
(контрольные объемы) D(i) := Di1i2i3 (iα = 1, . . . ,nα), nα — количество координатных поверхностей
вдоль направления xα, здесь и далее набор индексов (i1, i2, i3) кратко обозначается (i). Пусть P(i) —
точка, находящаяся в геометрическом центре контрольного объема D(i). Сеточные значения компо-
нент магнитного поля будем определять в точках на гранях контрольных объемов, т.е. использовать
дискретизацию на смещённых (разнесённых) структурированных расчетных сетках [11]. Для дискрети-
зации уравнения индукции на смещённых сетках удобно использовать точки с целыми и полуцелыми
индексами, полагая, что расчетные точки с одним полуцелым индексом находятся в центрах граней
контрольных объемов, расчетные точки с двумя полуцелыми индексами находятся в центрах рёбер
контрольных объемов, а расчетные точки с тремя полуцелыми индексами находятся в вершинах кон-
трольных объемов. Для описания смещённой расчетной сетки с использованием целых и полуцелых
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индексов введем операторы сдвига, действующие на наборах индексов:

hk
α(i) := hk

α(i1, i2,i3) =
(︁
hk
α(i1), h

k
α(i2), h

k
α(i3)

)︁
, (1)

hk
α(iβ) := iβ +

k
2
δαβ, (2)

где δαβ – символ Кронекера, верхний индекс k принимает значения во множестве целых чисел и
определяет направление и величину сдвига индекса iβ по направлению xα. Операторы сдвига очевидно
коммутируют друг с другом.

Введём следующие компактные обозначения для точек смещённой расчетной сетки:
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Нижние греческие индексы в квадратных скобках определяют направление смещения по расчёт-
ной сетке, а индексы над ними – величину сдвига по соответствующему направлению. Для сеточных
значений зависимых и независимых переменных вводятся следующие обозначения:
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где f — произвольная переменная или элемент расчётной сетки (координата точки, длина ребра и т.д.).
Аналогичные обозначения вводятся для суммы и произведения сеточных значений функций, например,
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В рамках введенных обозначений, если k = ±1, то точки P
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. Если k, p = ±1 и α ̸= β ̸= γ, то точки
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— это вершины контрольного объема D(i).

Дискретный аналог уравнения индукции магнитного поля
В МГД [24] уравнение индукции можно записать в виде:

∂B
∂t
− rot (u× B) + νmrot rot B = 0. (3)

Здесь: B — вектор магнитной индукции, u — скорости жидкости, t — время, νm = c2

4πσ — коэф-
фициент магнитной вязкости, c — скорость света, σ — удельная электрическая проводимость жидкости.
Из (3) непосредственно следует, что равенство нулю дивергенции B в начальный момент времени
обеспечивает соленоидальность магнитного поля и в последующие моменты времени, это свойство
решения желательно сохранить и для дискретного аналога уравнения индукции. Уравнение (3) можно
записать в форме закона электромагнитной индукции Фарадея:

∂B
∂t

= − c rot E, (4)

где E — напряженность электрического поля, которая в модели МГД имеет вид:

E = −1
c

(u× B) +
c

4πσ
rot B. (5)
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Для получения дискретного аналога в данной работе используется подход, известный в вы-
числительной магнитной гидродинамике как алгоритм ограниченного переноса (CTA — constrained
transport algorithm) [18]: уравнение (4) умножается на eα dSα dt (dSα — элемент площади на координат-
ной поверхности, ортогональной eα) и затем интегрируется по грани Sα

[︀
k
α

]︀
и по промежутку времени

[t0, t]. При вычислении поверхностного интеграла используются теорема Стокса и интегральная тео-
рема о среднем. При интегрировании по времени в данной работе использована полностью неявная
схема [23, 24]. В результате дискретный аналог уравнения индукции (3) записывается в виде:

1
δt

(︁
Bα
[︁

k
α

]︁
− B0

α

[︁
k
α

]︁)︁
δSα

[︁
k
α

]︁
= −c

3∑︁
β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

pEγ
[︁
p
β

k
α

]︁
δlγ
[︁
p
β

k
α

]︁
,

(α = 1, 2, 3, k ∈ {−1, 1}), (6)

где Bα
[︀

k
α

]︀
— сеточное значение компонент индукции магнитного поля Bα на текущем временном слое

t в центре грани Sα
[︀

k
α

]︀
, B0

α

[︀
k
α

]︀
— сеточное значение Bα на предыдущем временном слое t0; Eγ

[︁
p
β

k
α

]︁
—

сеточное значение Eγ в центре ребра lγ
[︁
p
β

k
α

]︁
; δt = t−t0 — шаг по времени; εαβγ — символ Леви-Чивиты.

Дискретный аналог уравнения неразрывности
Сеточные значения divB вычисляются в центрах контрольных объемов D(i) по формуле:

DIV B |P(i)
=

1
δV(i)

3∑︁
α=1

∑︁
k=−1, 1

k Bα
[︁

k
α

]︁
δSα

[︁
k
α

]︁
, (7)

где δV(i) — объем D(i), внешняя нормаль на грани Sα
[︀

k
α

]︀
— n = k eα. Правая часть (7) — это поток B

через границу D(i), отнесенный к его объему. Пусть в момент времени t0 сеточные значения B0
α

[︀
k
α

]︀
удовлетворяют дискретному аналогу уравнения неразрывности, т.е. DIV B0

⃒⃒
P(i)

= 0. Тогда подстановка

Bα
[︀

k
α

]︀
δSα

[︀
k
α

]︀
из дискретного аналога уравнения индукции (6) в правую часть (7) дает:

DIV B |P(i)
= − cδt

δV(i)

3∑︁
α,β, γ=1

εαβγ

⎛⎝ ∑︁
k,p=−1, 1

kpEγ
[︁
p
β

k
α

]︁
δlγ
[︁
p
β

k
α

]︁⎞⎠ . (8)

Сумма в круглых скобках в правой части (8) симметрична по индексам α и β, и, следовательно,
её свертка с символом Леви-Чивиты равна нулю, т.е.

DIV B |P(i)
= 0. (9)

Таким образом, решение дискретного аналога уравнения индукции (8) удовлетворяет сеточно-
му уравнению неразрывности (9) на текущем временном слое, при условии, что B0 соленоидально на
предыдущем временном слое, т.е. DIV B0

⃒⃒
P(i)

= 0.

Аппроксимация плотности тока проводимости
Следуя [18], напряженность электрического поля (5) можно записать в виде суммы:

E = Ẽ +
1
σ

j, (10)

где Ẽ = −1
c (u × B) — напряженность, обусловленная движением проводящей среды, а j = c

4πrot B —
плотность тока проводимости. Сначала разберем вопрос об аппроксимации плотности тока проводи-
мости. Для этого рассмотрим координатную поверхность, ортогональную оси xγ и проходящую через

точку P
[︁
p
β

k
α

]︁
, лежащую в центре ребра lγ

[︁
p
β

k
α

]︁
(α ̸= β ̸= γ, p, k ∈ {−1, 1}). На данной коорди-

натной поверхности построим замкнутый контур, образованный координатными линиями xα и xβ ,

проходящими через ближайшие, соседние с P
[︁
p
β

k
α

]︁
четыре точки P

[︁
p±1
β

k
α

]︁
, P
[︁
p
β

k±1
α

]︁
. Точки P

[︁
p±1
β

k
α

]︁
,
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P
[︁
p
β

k±1
α

]︁
находятся в центрах граней контрольных объемов, и в них вычисляются соответствующие

сеточные значения компонент Bα
[︁
p±1
β

k
α

]︁
, Bβ

[︁
p
β

k±1
α

]︁
вектора магнитной индукции. Часть координат-

ной поверхности xγ = const внутри построенного контура обозначим S̃γ
[︁
p
β

k
α

]︁
, тогда сам контур будет

её краем ∂S̃γ
[︁
p
β

k
α

]︁
. Для равномерной по направлениям xα и xβ сетки точка P

[︁
p
β

k
α

]︁
находится в цен-

тре S̃γ
[︁
p
β

k
α

]︁
. Введем обозначения: δS̃γ

[︁
p
β

k
α

]︁
— площадьS̃γ

[︁
p
β

k
α

]︁
; δl̃α

[︁
p±1
β

k
α

]︁
, δl̃β

[︁
p
β

k±1
α

]︁
— длины сторон

контура ∂S̃γ
[︁
p
β

k
α

]︁
.

Сеточное значение компоненты плотности тока проводимости jγ
[︁
p
β

k
α

]︁
в центре ребра lγ

[︁
p
β

k
α

]︁
получим с использованием формулы Стокса для rot B при интегрировании по S̃γ

[︁
p
β

k
α

]︁
:

jγ
[︁
p
β

k
α

]︁
=

c
4π
δS̃−1

γ

[︁
p
β

k
α

]︁ 3∑︁
λ, ρ=1

εγλρ
∑︁

q=−1, 1

q (Bρ δl̃ρ)
[︁
q
λ

p
β

k
α

]︁
. (11)

Заметим, что ненулевой вклад в правую часть (11) дадут только те слагаемые, у которых индексы λ
и ρ совпадают с α или β, поскольку должно выполняться условие α ̸= β ̸= γ, эти слагаемые будут

содержать Bα
[︁
p±1
β

k
α

]︁
δl̃α
[︁
p±1
β

k
α

]︁
, Bβ

[︁
p
β

k±1
α

]︁
δl̃β
[︁
p
β

k±1
α

]︁
.

Вычислим вклад тока проводимости в правую часть дискретного аналога уравнения индукции
(6):

− c
σ

3∑︁
β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p (jγ δlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
. (12)

Подстановка jγ
[︁
p
β

k
α

]︁
из (11) в (12) дает:

− c
σ

3∑︁
β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p (jγ δlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
=

= −νm

3∑︁
β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p δlγ
[︁
p
β

k
α

]︁
δS̃−1

γ

[︁
p
β

k
α

]︁ ⎛⎝ 3∑︁
λ, ρ=1

εγλρ
∑︁

q=−1, 1

q (Bρ δl̃ρ)
[︁
q
λ

p
β

k
α

]︁⎞⎠ =

= −
3∑︁

β, γ=1

εαβγ
∑︁

p,q=−1,1

pq
(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁ 3∑︁
λ, ρ=1

εγλρ
(︀
Bρ δl̃ρ

)︀ [︁q
λ

p
β

k
α

]︁
=

= −
3∑︁

β, γ=1

εαβγ
∑︁

p,q=−1,1

pq
(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁ {︁
εγαβ

(︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁q
α

p
β

k
α

]︁
+ εγβα

(︀
Bα δl̃α

)︀ [︁q
β

p
β

k
α

]︁}︁
=

= −
3∑︁

β, γ=1

εαβγ
∑︁

p,q=−1,1

pq
(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁ {︁
εγαβ

(︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁p
β

k+q
α

]︁
+ εγβα

(︀
Bα δl̃α

)︀ [︁p+q
β

k
α

]︁}︁
=

=
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p,q=−1,1

pq
(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁ {︁ (︀
Bα δl̃α

)︀ [︁p+q
β

k
α

]︁
−
(︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁p
β

k+q
α

]︁ }︁
.
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Следовательно, вклад тока проводимости (12) можно записать в виде суммы двух слагаемых:

− c
σ

3∑︁
β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p (jγ δlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
=

=
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p,q=−1,1

pq
(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁ (︀
Bα δl̃α

)︀ [︁p+q
β

k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p,q=−1,1

(−pq)
(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁ (︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁p
β

k+q
α

]︁
. (13)

Введем коэффициенты диффузии, которые вычисляются в центрах рёбер lγ
[︁
p
β

k
α

]︁
контрольного

объёма D(i):

dγ
[︁

p
β

k
α

]︁
:=
(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁
, (α ̸= β ̸= γ, p, k ∈ {−1, 1}), (14)

и рассмотрим каждое слагаемое в выражении (13) по отдельности. Первое слагаемое в правой части
(13) запишем в виде:

3∑︁
β, γ = 1

(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p,q=−1,1

pq
(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁ (︀
Bα δl̃α

)︀ [︁p+q
β

k
α

]︁
=

= −
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p=−1,1

dγ
[︁
p
β

k
α

]︁ (︀
Bα δl̃α

)︀ [︁k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p=−1,1

dγ
[︁

p
β

k
α

]︁ (︀
Bα δl̃α

)︀ [︁2p
β

k
α

]︁
. (15)

Второе слагаемое в правой части (13) обозначим Ω
j
α

[︀
k
α

]︀
и запишем в виде:

Ωj
α

[︁
k
α

]︁
= −

3∑︁
β, γ = 1

(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p,q=−1,1

pq
(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁ (︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁p
β

k+q
α

]︁
=

= −
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p=−1,1

pk d̃γ
[︁

p
β

k
α

]︁ (︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁p
β

2k
α

]︁
−

−
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p=−1,1

p(−k) d̃γ
[︁

p
β

k
α

]︁ (︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁p
β

]︁
=

= k
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p=−1,1

p d̃γ
[︁

p
β

k
α

]︁ {︁ (︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁p
β

]︁
−
(︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁p
β

2k
α

]︁}︁
. (16)
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Ω
j
α

[︀
k
α

]︀
содержит восемь сеточных значений компонент индукции магнитного поля: Bβ

[︁
p
β

]︁
, Bβ

[︁
p
β

2k
α

]︁
,

(β = 1, 2, 3, β ̸= α, p = ±1). Таким образом, вклад тока проводимости в правую часть уравнения
индукции (6) можно записать в виде:

− c
σ

3∑︁
β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p (jγ δlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
=

= −
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p=−1,1

dγ
[︁
p
β

k
α

]︁ (︀
Bα δl̃α

)︀ [︁k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p=−1,1

dγ
[︁

p
β

k
α

]︁ (︀
Bα δl̃α

)︀ [︁2p
β

k
α

]︁
+ Ωj

α

[︁
k
α

]︁
. (17)

Аппроксимация конвективной составляющей напряженности электрического поля с ис-
пользованием схемы QUICK и метода отложенной коррекции

В данной работе для аппроксимации конвективных потоков в уравнении индукции использо-
вана противопоточная схема с квадратичной интерполяцией QUICK [23, 25] в комбинации с методом
отложенной коррекции [23, 26] для улучшения устойчивости, скорости сходимости и устранения воз-
можных нефизических осцилляций решения.

Учитывая, что Ẽγ = −1
c

3∑︀
τ,ρ=1

εγτρuτBρ, вычислим вклад Ẽ в правую часть уравнения (6):

−c
3∑︁

β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p Ẽγ
[︁
p
β

k
α

]︁
δlγ
[︁
p
β

k
α

]︁
=

3∑︁
β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p
3∑︁

τ,ρ=1

εγτρ(uτBρ)
[︁
p
β

k
α

]︁
δlγ
[︁
p
β

k
α

]︁
=

=
3∑︁

β, γ=1

∑︁
p=−1, 1

p
3∑︁

τ,ρ=1

εαβγεγτρ(uτBρδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
=

=
3∑︁

β, γ=1

∑︁
p=−1, 1

p
(︁
εαβγεγαβ(uαBβδlγ)

[︁
p
β

k
α

]︁
+ εαβγεγβα(uβBαδlγ)

[︁
p
β

k
α

]︁)︁
=

= −
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p(uβBαδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
+

3∑︁
β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p(uαBβδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
. (18)

Схему QUICK для неравномерной сетки можно записать следующим образом:

FΦ(x) = F (Θ(F)Φb + Θ(−F)Φc)+

+ F {Θ(F) (ka(Φa − Φb) + kc(Φc − Φb)) + Θ(−F) (kb(Φb − Φc) + kd(Φd − Φc)) } , (19)

где Θ(F) =
{︂

0,F < 0
1,F ≥ 0

— функция Хевисайда. Сеточные значения зависимой переменной Φ в (19)

вычисляются в точках a < b < c < d и равны соответственно: Φa, Φb, Φc, Φd. Точка x, в которой
аппроксимируется конвективный поток FΦ(x), лежит на отрезке [b, c] координатной линии xβ. Коэф-
фициенты в (19) вычисляются по формулам:

ka =
(x − b)(x − c)
(b − a)(c − a)

, kc =
(x − b)(x − a)
(c − b)(c − a)

, kb =
(x − c)(x − d)
(c − b)(d − b)

, kd =
(x − c)(x − b)
(d − c)(d − b)

. (20)



Успехи кибернетики / Russian Journal of Cybernetics. 2022;3(2):60–73 67

Введем функцию:

f βQ (Φ(x)) = Θ(F) (ka(Φa − Φb) + kc(Φc − Φb)) + Θ(−F) (kb(Φb − Φc) + kd(Φd − Φc)) , (21)

где верхний индекс указывает координатную линию, вдоль которой осуществляется аппроксимация.
Тогда (19) запишется в виде:

FΦ(x) = F (Θ(F)Φb + Θ(−F)Φc) + F f βQ (Φ(x)) . (22)

Полагая в (21) и (22) F = uβ
[︁
p
β

k
α

]︁
, Φ(x) = Bα

[︁
p
β

k
α

]︁
, Φa = Bα

[︁
p−3
β

k
α

]︁
, Φb = Bα

[︁
p−1
β

k
α

]︁
,

Φc = Bα
[︁
p+1
β

k
α

]︁
, Φd = Bα

[︁
p+3
β

k
α

]︁
, получим следующую аппроксимацию потоков (uβBα)

[︁
p
β

k
α

]︁
в (18):

(uβBα)
[︁
p
β

k
α

]︁
=

uβ
[︁
p
β

k
α

]︁ (︁
Θ
(︁
uβ
[︁
p
β

k
α

]︁)︁
Bα
[︁
p−1
β

k
α

]︁
+ Θ

(︁
−uβ

[︁
p
β

k
α

]︁)︁
Bα
[︁
p+1
β

k
α

]︁ )︁
+ uβ

[︁
p
β

k
α

]︁
f βQ
(︁
Bα
[︁
p
β

k
α

]︁)︁
, (23)

где

f βQ
(︁
Bα
[︁
p
β

k
α

]︁)︁
= Θ

(︁
uβ
[︁
p
β

k
α

]︁ )︁ (︁
ka

(︁
Bα
[︁
p−3
β

k
α

]︁
− Bα

[︁
p−1
β

k
α

]︁)︁
+ kc

(︁
Bα
[︁
p+1
β

k
α

]︁
− Bα

[︁
p+3
β

k
α

]︁)︁)︁
+

+ Θ
(︁
−uβ

[︁
p
β

k
α

]︁ )︁ (︁
kb

(︁
Bα
[︁
p−1
β

k
α

]︁
− Bα

[︁
p+1
β

k
α

]︁)︁
+ kd

(︁
Bα
[︁
p+3
β

k
α

]︁
− Bα

[︁
p+1
β

k
α

]︁)︁)︁
. (24)

Коэффициенты ka, kb, kc, kd в (24) получаются по формулам (20) подстановками: x = xβ
[︁
p
β

]︁
, a =

xβ
[︁
p−3
β

]︁
, b = xβ

[︁
p−1
β

]︁
, c = xβ

[︁
p+1
β

]︁
, d = xβ

[︁
p+3
β

]︁
.

Таким образом, по схеме QUICK первое слагаемое в правой части (18) записывается в виде:

−
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p(uβBαδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
=

3∑︁
β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

(︁
(uβBαδlγ)

[︁
−1
β

k
α

]︁
− (uβBαδlγ)

[︁
1
β

k
α

]︁)︁
=

= Bα
[︁
k
α

]︁ 3∑︁
β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

(︁
Θ
(︁
−uβ

[︁
−1
β

k
α

]︁)︁
(uβδlγ)

[︁
−1
β

k
α

]︁
− Θ

(︁
uβ
[︁
1
β

k
α

]︁)︁
(uβδlγ)

[︁
1
β

k
α

]︁ )︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

(︁
Θ
(︁
uβ
[︁
−1
β

k
α

]︁)︁
(uβδlγ)

[︁
−1
β

k
α

]︁
Bα
[︁
−2
β

k
α

]︁
− Θ

(︁
−uβ

[︁
1
β

k
α

]︁)︁
(uβδlγ)

[︁
1
β

k
α

]︁
Bα
[︁
2
β

k
α

]︁ )︁
−

−
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p(uβδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
f βQ
(︁
Bα
[︁
p
β

k
α

]︁)︁
=

= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

pΘ
(︁
puβ

[︁
p
β

k
α

]︁ )︁
(uβδlγ)

[︁
p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

pΘ
(︁
puβ

[︁
−p
β

k
α

]︁ )︁
(uβδlγ)

[︁
−p
β

k
α

]︁
Bα
[︁
−2p
β

k
α

]︁
+



68
И. В. Бычин, А. В. Гореликов, А. В. Ряховский

Схема дискретизации уравнения индукции на смещенных сетках в ортогональных криволинейных координатах

+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)(uβδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
f βQ
(︁
Bα
[︁
p
β

k
α

]︁)︁
=

= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

pΘ
(︁
puβ

[︁
p
β

k
α

]︁ )︁
(uβδlγ)

[︁
p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)Θ
(︁
−puβ

[︁
p
β

k
α

]︁ )︁
(uβδlγ)

[︁
p
β

k
α

]︁
Bα
[︁
2p
β

k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)(uβδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
f βQ
(︁
Bα
[︁
p
β

k
α

]︁)︁

= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p
(︀
Θ(pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)
(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
Bα
[︁
2p
β

k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)Fβγ
[︁
p
β

k
α

]︁
f βQ
(︁
Bα
[︁
p
β

k
α

]︁)︁
, (25)

где введены обозначения:

Fβγ
[︁
p
β

k
α

]︁
= uβ

[︁
p
β

k
α

]︁
δlγ
[︁
p
β

k
α

]︁
, (α ̸= β ̸= γ, p ∈ {−1, 1}). (26)

Согласно методу отложенной коррекции, в матрицу системы линейных уравнений, которые
получаются в результате дискретизации по схеме QUICK, вносятся слагаемые, соответствующие ап-
проксимации по противопоточной схеме, а остальные слагаемые вносятся в источниковый член дис-
кретного аналога и рассчитываются по значениям зависимой переменной на предыдущей итерации.
Преобразуем первое слагаемое в правой части (25) в соответствии с методом отложенной коррекции:

−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p
(︀
Θ(pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
=
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= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)
(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
+

+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)
(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
−

−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p
(︀
Θ(pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
=

= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)
(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
+

+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)Fβγ
[︁
p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
. (27)

Таким образом, (25) записывается в виде:

−
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p(uβBαδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
=

= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)
(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)
(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
Bα
[︁
2p
β

k
α

]︁
+ ΩQ

α

[︁
k
α

]︁
, (28)

и первые два слагаемых в правой части (28) соответствуют схеме вверх по потоку, а остальные слага-
емые содержатся в ΩQ

α

[︀
k
α

]︀
, которое определяется по формуле:

ΩQ
α

[︁
k
α

]︁
:=

3∑︁
β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)Fβγ
[︁
p
β

k
α

]︁ (︁
Bα
[︁
k
α

]︁
+ f βQ

(︁
Bα
[︁
p
β

k
α

]︁)︁)︁
. (29)
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Аналогично, полагая в (21) и (22): F = uα
[︁
p
β

k
α

]︁
, Φ(x) = Bβ

[︁
p
β

k
α

]︁
, Φa = Bβ

[︁
p
β

k−3
α

]︁
, Φb = Bβ

[︁
p
β

k−1
α

]︁
,

Φc = Bβ
[︁
p
β

k+1
α

]︁
, Φd = Bβ

[︁
p
β

k+3
α

]︁
, получим аппроксимацию потоков (uαBβ)

[︁
p
β

k
α

]︁
в (18):

(uαBβ)
[︁
p
β

k
α

]︁
= uα

[︁
p
β

k
α

]︁ (︁
Θ
(︁
uα
[︁
p
β

k
α

]︁)︁
Bβ
[︁
p
β

k−1
α

]︁
+ Θ

(︁
−uα

[︁
p
β

k
α

]︁)︁
Bβ
[︁
p
β

k+1
α

]︁ )︁
+

+ uα
[︁
p
β

k
α

]︁
fαQ
(︁
Bβ
[︁
p
β

k
α

]︁)︁
, (30)

где

fαQ
(︁
Bβ
[︁
p
β

k
α

]︁)︁
= Θ

(︁
uα
[︁
p
β

k
α

]︁ )︁ (︁
ka

(︁
Bβ
[︁
p
β

k−3
α

]︁
− Bβ

[︁
p
β

k−1
α

]︁)︁
+ kc

(︁
Bβ
[︁
p
β

k+1
α

]︁
− Bβ

[︁
p
β

k−1
α

]︁)︁)︁
+

+ Θ
(︁
−uα

[︁
p
β

k
α

]︁ )︁ (︁
kb

(︁
Bβ
[︁
p
β

k−1
α

]︁
− Bβ

[︁
p
β

k+1
α

]︁)︁
+ kd

(︁
Bβ
[︁
p
β

k+3
α

]︁
− Bβ

[︁
p
β

k+1
α

]︁)︁)︁
. (31)

Коэффициенты ka, kb, kc, kd в (31) получаются по формулам (20) подстановками:x = xα
[︀

k
α

]︀
, a =

xα
[︀

k−3
α

]︀
, b = xα

[︀
k−1
α

]︀
, c = xα

[︀
k+1
α

]︀
, d = xα

[︀
k+3
α

]︀
.

Введем обозначение для второго слагаемого в правой части (18):

ΩF
α

[︁
k
α

]︁
:=

3∑︁
β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p(uαBβδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
. (32)

Тогда с учетом (30) ΩF
α

[︀
k
α

]︀
аппроксимируется по формуле:

ΩF
α

[︁
k
α

]︁
=

3∑︁
β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

pFαγ
[︁
p
β

k
α

]︁ (︁
Θ
(︁
uα
[︁
p
β

k
α

]︁ )︁
Bβ
[︁
p
β

k−1
α

]︁
+

+Θ
(︁
−uα

[︁
p
β

k
α

]︁ )︁
Bβ
[︁
p
β

k+1
α

]︁
+ fαQ

(︁
Bβ
[︁
p
β

k
α

]︁ )︁ )︁
. (33)

Таким образом, аппроксимация вклада Ẽ в уравнение индукции (6) запишется в виде:

−c
3∑︁

β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p Ẽγ
[︁
p
β

k
α

]︁
δlγ
[︁
p
β

k
α

]︁
=

= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)
(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)
(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
Bα
[︁
2p
β

k
α

]︁
+ ΩQ

α

[︁
k
α

]︁
+ ΩF

α

[︁
k
α

]︁
. (34)

Окончательная форма записи дискретного аналога уравнения индукции
Запишем правую часть (6) с учетом (17) и (34):

−c
3∑︁

β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

pEγ
[︁
p
β

k
α

]︁
δlγ
[︁
p
β

k
α

]︁
=
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= − c
σ

3∑︁
β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p (jγ δlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
− c

3∑︁
β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p Ẽγ
[︁
p
β

k
α

]︁
δlγ
[︁
p
β

k
α

]︁
=

= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁
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β
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[︁
k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)
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p=−1,1
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dγ
[︁
p
β
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α

]︁
δl̃α
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2p
β
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α

]︁
− p

(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁)︁
Bα
[︁
2p
β
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α

]︁
+

+ Ωj
α

[︁
k
α

]︁
+ ΩQ

α

[︁
k
α

]︁
+ ΩF

α

[︁
k
α

]︁
. (35)

Определим коэффициенты при Bα и источниковый член Ωα

[︀
k
α

]︀
для дискретного аналога уравнения

индукции (6) по формулам:

aαβγ
[︁
p
β

k
α

]︁
:= dγ

[︁
p
β

k
α

]︁
δl̃α
[︁
2p
β

k
α

]︁
− p

(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
, (α ̸= β ̸= γ, p, k ∈ {−1, 1}), (36)

aα
[︁
k
α

]︁
:=

3∑︁
β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

aαβγ
[︁
p
β

k
α

]︁
, (37)

Ωα

[︁
k
α

]︁
= Ωj

α

[︁
k
α

]︁
+ ΩQ

α

[︁
k
α

]︁
+ ΩF

α

[︁
k
α

]︁
−

−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(︁
dγ
[︁
p
β

k
α

]︁ {︁
δl̃α
[︁
k
α

]︁
− δl̃α

[︁
2p
β

k
α

]︁}︁
− p

(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁ )︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
. (38)

Тогда дискретный аналог уравнения индукции (6) запишется в виде:

1
δt

(︁
Bα
[︁

k
α

]︁
− B0

α

[︁
k
α

]︁)︁
δSα

[︁
k
α

]︁
= − aα

[︁
k
α

]︁
Bα
[︁
k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p=−1,1

aαβγ
[︁
p
β

k
α

]︁
Bα
[︁
2p
β

k
α

]︁
+ Ωα

[︁
k
α

]︁
, (α = 1, 2, 3, k ∈ {−1, 1}). (39)

Уравнение (39) содержит 25 сеточных значений компонент индукции магнитного поля: 9 сеточ-

ных значений Bα
[︀
k
α

]︀
, Bα

[︁
2p
β

k
α

]︁
, Bα

[︁
4p
β

k
α

]︁
(β = 1, 2, 3, β ̸= α, p = ±1) и 16 сеточных значений Bβ

[︁
p
β

k−3
α

]︁
,

Bβ
[︁
p
β

k−1
α

]︁
, Bβ

[︁
p
β

k+1
α

]︁
, Bβ

[︁
p
β

k+3
α

]︁
(β = 1, 2, 3, β ̸= α, p = ±1). Сеточные значения компонент вектора

индукции, входящие в источниковый член Ωα

[︀
k
α

]︀
согласно методу отложенной коррекции, берутся с

предыдущей итерации.

Заключение
Представлена разработанная в рамках метода контрольного объема численная схема дискрети-

зации уравнения индукции магнитного поля в модели неидеальной магнитной гидродинамики. Для
дискретизации уравнения индукции использован алгоритм ограниченного переноса, обеспечивающий
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соленоидальность численного решения. Конвективные потоки в уравнении индукции аппроксимирова-
ны по схеме QUICK в комбинации с методом отложенной коррекции, что дает второй порядок аппрок-
симации по пространственным переменным на равномерной сетке. Предложенная в статье численная
схема реализована для сферических координат в разрабатываемом авторами МГД-коде для математиче-
ского моделирования геодинамо. Программный код разработан с использованием технологии CUDA,
набора расширений к языку программирования Фортран (CUDA Fortran) и адаптирован для гибридных
вычислительных систем с графическими процессорами. Результаты тестов разработанного кода [27] де-
монстрируют достаточно точное соответствие эталонным решениям задачи моделирования геодинамо
с вакуумными и псевдовакуумными граничными условиями [2–4], полученным с помощью спектраль-
ных и псевдоспектральных методов. В частности, отклонение от эталонных значений средней кине-
тической и магнитной энергии составляет менее одного процента на расчетных сетках, содержащих
980000 контрольных объемов в сферическом слое.
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Аннотация: рассмотрен абстрактный автомат, осуществляющий деление на 13(4) в четверичной
системе счисления. Автомат является типичным представителем семейства делителей, отличающихся
отсутствием общих характерных признаков. Вследствие чего почти каждый делитель является источни-
ком оригинальных особенностей. Примером такого делителя является предлагаемый для рассмотрения
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Предисловие
В семействе умножителей на целую константу имеют место четко выраженная структуриро-

ванность и множество закономерностей, находящих себе применение при их синтезе. В отличие от
умножителей делители на целую константу не обладают такими особенностями. Делители обладают
оригинальными особенностями, сильно разнятся друг от друга даже для соседних значений делимого.
Несмотря на отсутствие видимого родства между делителями, в их семействе все же имеется нечто
общее, и этим общим является метод синтеза делителей. Единый подход к синтезу устройств поз-
воляет единообразно решать каждую новую задачу по нахождению нового делителя. Таким образом,
метод синтеза делителей общий, а результаты разные, причем различие носит труднопредсказуемый
характер. Зафиксируем далее внимание на делителе 13−1 · x̄|q̄. Обнаружим то новое, что с ним связано.
Окажется, что это новое носит как понятийный, так и объектный характер.

Синтез делителя
Последовательность действий при синтезе делителя 13−1 · x̄|q̄ такова.
1. Обращаемся к умножителю на 13(3), обозначаемому 13 · x̄|q̄. Его построение происходит на

основе алгоритма, использующего закономерности, присущие семейству умножителей [1].
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2. С его помощью находится числоид, представляющий рациональное число 13−1, — мульти-
пликативный делитель.

3. Отправляясь от нулевого столбца, методом накопления состояний [1], находим делитель
13−1 · x̄|q̄.

После этого изучаем особенности делителя.
Поясним встретившиеся здесь термины.
Числоид – это цифровой объект, представляющий числа на разрядной сетке. Зависимость пред-

ставления от сетки весьма существенная. Например, на сетке Gr0
(∞,0], первоначально предназначавшей-

ся для представления натуральных чисел, оказалось возможным представлять числоидами все действи-
тельные числа. Так, число (-1) представляется числоидом

←−
3 = ...333, тройкой, проставленной на все

места разрядной сетки. То же число на сетке Gr0
(∞,−1], содержащей в себе дополнительный разряд (-1),

будет представлено иначе. Число – это единственная идея, в то время как числоидов, представляющих
число, бесконечно много. Вычислительные устройства ведут вычисления с числоидами.

Метод накопления состояний пояснен на примере изучаемого устройства 13−1 · x̄|q̄.
Умножитель 13 · x̄|q̄ берем в готовом виде из [1], таблица 7.15. Мы слегка изменим эту таблицу,

оставив в ней только необходимое для наших целей.

Таблица 1
Автомат

←−
0 13 · x̄|q̄, q̄ ∈ Q = {

←−
0 ,
←−
0 1,
←−
0 2,...,

←−
0 12}

x

q ←−
0

←−
0 1

←−
0 2

←−
0 3

←−
0 10

←−
0 11

←−
0 12

←−
0

←−
0 ,
←−
0

←−
0 ,1

←−
0 ,2

←−
0 ,3

←−
0 1,0

←−
0 1,1

←−
0 1,2

←−
1

←−
0 1,3

←−
0 2,0

←−
0 2,
←−
1

←−
0 2,2

←−
0 2,3

←−
0 3,0

←−
0 3,1

←−
2

←−
0 3,2

←−
0 3,3

←−
0 10,0

←−
0 10,1

←−
0 10,

←−
2
←−
0 10,3

←−
0 11,0

←−
3

←−
0 11,1

←−
0 11,2

←−
0 11,3

←−
0 12,0

←−
0 12,1

←−
0 12,2

←−
0 12,

←−
3

Штриховкой выделены клетки с финальными состояниями, попадая в которые под действием
соответствующего сигнала, автомат из них никогда не выходит. Символом

←−
0 обозначена запись

←−
0 =

...000. Аналогично понимаются другие записи со стрелками.
Числоид, представляющий число 13−1, ищем вначале на сетке Gr0

(∞.0] ≡ ...3 2 1 0 . Если ока-
жется, что на этой сетке его не существует, то будем искать его на другой сетке. Выясняется, однако,
что нет необходимости искать его на других сетках, он находится на ней и записывается в виде:
13−1 =

←−−
2313. Описанием поиска заниматься не будем ([1], гл. 8), однако проверим, что это так. Для

этого пропустим найденный числоид через умножитель на 13. За вычислением умножителя следим с
помощью развертки:

. . . 6 5 4 3 2 1 0 t

. . . 2 3 1 2 3 1 3 x

. . .
←−
0 12

←−
0 3

←−
0 11

←−
0 12

←−
0 3

←−
0 11

←−
0 q

. . . 0 0 0 0 0 0 1 y

Вычисления ведутся на сетке Gr0
(∞.0]. Результат вычисления записывается в виде равенства:

13 ·
←−−
2313|

←−
0 =

←−
0 1, подтверждающего представление 13−1 =

←−−
2313.

Переходим к построению таблицы делителя. Используется метод накопления состояний. Начи-
наем с нулевого столбца. Нулевой столбец вычисляется по формулам:

←−
0 ,x → ⟩n−1 · x⟨,⟨n−1 · x⟩ = ⟩

←−−
2313 · x⟨,⟨

←−−
2313 · x⟩, (1)
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где угловыми скобками обозначены функции отрыва:
⟩n̄ =←−p nr ...n1n0⟨ =←−p nr ...n1, ⟨n̄ =←−p nr ...n1n0⟩ = n0, p̄ =←−−−−−ps...p1p0 — период.

Как видно, в используемых функциях отрыва отрыв происходит по разряду единиц и соответ-
ственно этому отрыву осуществляется построение нашего делителя; но можно использовать другие
варианты функций отрыва и изучать другие делители, соответствующие этим вариантам. Здесь мы
этим не занимаемся.

Нулевой столбец:

x

q ←−
0

←−
0

←−
0 ,
←−
0

←−
1

←−−
231,3

←−
2

←−−
123,2

←−
3

←−−
021,1

Появились новые состояния,
←−−
231,

←−−
123,

←−−
021. Эти состояния являются числоидами, представляю-

щими отрицательные числа. Поэтому, нумеруя ими столбцы будущей таблицы, помещаем их слева от
нуля.

x

q ←−−
021

←−−
123

←−−
231

←−
0

←−
0

←−−
102,1

←−−
312,3

←−−
123,1

←−
0 ,
←−
0

←−
1

←−
0 ,0

←−−
210,2

←−−
021,0

←−−
231,3

←−
2

←−−
231,3

←−−
102,1

←−−
312,3

←−−
123,2

←−
3

←−−
123,2

←−
0 ,0

←−−
210,2

←−−
021,1

По формулам [1, с. 112] описывающим переходы-выходы в автомате:

q̄,x→ ⟩n−1 · x + q̄⟨,⟨n−1 · x + q̄⟩ = ⟩
←−−
2313 · x + q̄⟨,⟨

←−−
2313 · x + q̄⟩, (2)

заполняем столбцы. После заполнения появились новые состояния:
←−−
312,

←−−
210,

←−−
102, которыми нумеру-

ются новые столбцы, и по формулам (2) происходит их заполнение, см. табл. 2.

Таблица 2
Автомат 13−1 · x̄|q̄

x

q ←−−
102

←−−
210

←−−
312

←−−
021

←−−
123

←−−
231

←−
0

←−
0

←−−
210,2

←−−
021,0

←−−
231,2

←−−
102,1

←−−
312,3

←−−
123,1

←−
0 ,
←−
0

←−
1

←−−
102,1

←−−
312,3

←−−
123,1

←−
0 ,0

←−−
210,2

←−−
021,0

←−−
231,3

←−
2

←−
0 ,0

←−−
210,2

←−−
021,0

←−−
231,3

←−−
102,1

←−−
312,3

←−−
123,2

←−
3

←−−
231,3

←−−
102,1

←−−
312,3

←−−
123,2

←−
0 ,0

←−−
210,2

←−−
021,1

Новых состояний не получилось, и потому построение таблицы на этом заканчивается. Все
вычисления, приводящие к таблице 2, приводить не будем. Ограничимся одним типовым вычислением.
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Рассмотрим, например, клетку таблицы, расположенную в столбце, отмеченном состоянием q̄ =
←−−
231,

и в строке, отмеченной сигналом x = 2. Имеем:

q̄,x =
←−−
231,2→ ⟩n−1 · x + q̄⟨,⟨n−1 · x + q̄⟩ = ⟩

←−−
2313 · x + q̄⟨,⟨

←−−
2313 · x + q̄⟩ =

= ⟩
←−−
2313 · 2 +

←−−
231⟨,⟨

←−−
2313 · 2 +

←−−
231⟩ = ⟩

←−−
1232 +

←−−
231⟨,⟨

←−−
1232 +

←−−
231⟩ =

= ⟩
←−−
3123⟨,⟨

←−−
3123⟩ =

←−−
312,3.

Таким образом, этой клеткой описывается переход автомата:
←−−
231,2 →

←−−
312,3. Аналогично ведутся

вычисления при заполнении других клеток таблицы.
Заполнение нулевого столбца, т.е. столбца, отмеченного состоянием q̄ =

←−
0 , происходит по

формулам (1), являющимся частным случаем формул (2). Переходы типа (2) встречаются и для умно-
жителей. Тем самым подтверждается утверждение [1] о том, что такого сорта переходы носят универ-
сальный характер и применимы как к умножителям, так и к делителям.

Обратим внимание на то, что состояния делителя представлены бесконечно местными числои-
дами, имеющими период из трех цифр. Состояния автомата можно представлять по-разному, функцио-
нирование его от этого не изменится. Человеческий фактор часто включает в процедуру использования
вычислительных устройств приемы, основанные на соображениях удобства, и использует упомянутое
обстоятельство. Но при теоретическом изучении важно, чтобы представление было «естественным»,
генетически возникающим из процедуры синтеза, которая сама по себе не допускает произвольного
представления состояний по той причине, что формулы, применяемые при исследовании, перестают
работать. При использовании естественных обозначений часто оказывается возможным обнаруживать
закономерности, присущие всему семейству устройств. Поэтому громоздкость обозначений для состоя-
ний не является основанием для отказа от их использования, хотя переход к более простым обозначени-
ям для состояний в некоторых случаях вполне возможен и в целях экономии может приветствоваться.
Более того, при реализации устройств в «железе» отказ от естественности неизбежен.

Состояния автомата имеют довольно громоздкие обозначения. Приведем вариант упрощенных

обозначений. Пусть:
←−−
231 об=1,

←−−
123 об=2,

←−−
021 об=3,

←−−
312 об=4,

←−−
210 об=5,

←−−
102 об=6. Тогда таблица автомата примет

вид:

Таблица 3
Автомат 13−1 · x̄|q̄

x

q
6 5 4 3 2 1 0

←−
0 5,2 3,0 1,2 6,1 4,3 2,1 0,

←−
0

←−
1 6,

←−
1 4,3 2,1 0,0 5,2 3,0 1,3

←−
2 0,0 5,

←−
2 3,0 1,3 6,1 4,3 2,2

←−
3 1,3 6,1 4,

←−
3 2,2 0,0 5,2 3,1

Примеры вычислений синтезированным автоматом
Пример 1. Пусть x̄ =

←−
0 320(4) = 13 ·20(4) = 7 ·8(10) = 56(10) делится на 13(4) = 7(10). Развертка:

4 3 2 1 0 t
←−
0 3 2 0 x

0 0 2 0 0 q
←−
0 0 2 0 y

Пишем результат: 13−1 ·
←−
0 320|

←−
0 =

←−
0 20; он соответствует условию: 13 ·

←−
0 20|

←−
0 =

←−
0 320.



78
Г. Е. Деев, С. В. Ермаков, Н. А. Король

Делитель 13−1 · x̄|q̄

Пример 2. Пусть x̄ =
←−
0 321(4) = 13 ·20+1(4) = 7 ·8+1(10) = 57(10) не делится на 13. Развертка:

9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 t

. . . 0 0 0 0 0 0 3 2 1 x

4 2 1 4 2 1 4 4 1 0 q

. . . 3 1 2 3 1 2 3 3 3 y

Пишем результат: 13−1 ·
←−
0 321|0 =

←−−
12 3

2
33 =

←−−
31 2

3
333 =

←−−
23 1

4
2333.

Обращаем внимание на то, что этот результат является результатом нормального деления, т.е.
деления, когда на вход устройства информация о числах поступает от младших разрядов к старшим.
Этот вид деления отличается от того, к которому мы привыкли и в котором деление происходит от
старших разрядов к младшим. Видно, что результат написан в трех различных формах. В каждой
из них имеется период, идущий в бесконечность. Период состоит из трех цифр. Поэтому возможны
три варианта записи периода и три варианта записи числоида-результата. Таким образом, одно и то
же число может быть представлено числоидами, имеющими различные формы. Цифра под периодом
указывает на разряд, начиная с которого пишется период. Подтвердим правильность результата. Как
это часто бывает при работе с бесконечностями, необходимо использовать приемы, созданные Эйлером.
Имеем:
←−−
12 3

2
33 = 3 + 3 · 10 + 3 · (102 + 1011 + 1020 + ...) + 2 · (103 + 1012 + 1021 + ...)+

+1 · (1010 + 1013 + 1022 + ...) = 33 + 123 · 102 · (100 + 103 + 1012 + ...) =

= 33 + 123 · 102 · 103·∞ − 1
103 − 1

⃒⃒⃒⃒
Ax0

= 33 + 123 · 102 · −1
103 − 1

=
32301− 12300

333
=

=
20001
333

=
2223 · 3
111 · 3

=
2223
111

= 2 0
0
0210210... = 20

0
0
←−−
210 = 2 0

0
+13−1.

При вычислениях мы, следуя Эйлеру, отбросили слагаемое, содержащее 103·∞, как находяще-
еся на другой числовой оси, на оси Ax3, на которой все числа имеют весовой множитель 103·∞, в то
время как нам доступно для использования только то, что находится на «нашей» числовой оси, на оси
Ax0 с весовым множителем 100.

Результат правилен, поскольку добавок 13−1 = 0
0
0
←−−
210. Это представление можно получить как

результат деления «столбиком», т.е. как результат деления от старших разрядов к младшим, как ре-
зультат «инверсного» деления. Нормальное деление, отличающееся от инверсного деления, выполняет
делитель 13−1 · x̄|q̄, заданный таблицами 2 и 3, ведущий деление от младших разрядов к старшим. По-
путно мы получаем второе, инверсное, числоидное представление для числа 13−1. Зафиксируем эти
результаты в виде таблицы 4.

Таблица 4
Представления числа 13−1

Нормальное Инверсное

13−1 =
←−−
231 3

0
13−1 = 0

0
0
←−−
210

В нормальном представлении период
←−−
231 идет в +∞ по местам разрядной сетки Gr0

(∞,0], а в

инверсном представлении период
←−−
210 идет по разрядной сетке Gr0

[0,−∞) из −∞ до места с номером
(−2).

Увеличим число x̄ из предыдущего примера на единицу и посмотрим, каков результат вычис-
ления делителем в этом случае.

Пример 3. Пусть x̄ =
←−
0 322(4) = 13 ·20+2(4) = 7 ·8+2(10) = 58(10) не делится на 13. Развертка:
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9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 t

. . . 0 0 0 0 0 0 3 2 2 x

1 4 2 1 4 2 1 6 2 0 q

2 3 1 2 3 1 3 1 2 y

Пишем результат: 13−1 ·
←−
0 322|0 =

←−−
23 1

3
312 =

←−−
12 3

4
1312 =

←−−
31 2

5
31312.

Опять результат-числоид записан в трех разных формах. Числоид-результат, будучи записан в
развернутом виде на сетке Gr0

(∞,0], имеет вид:ȳ = ...231231231312, из которого извлекаются все формы
записи. Проверим результат по Эйлеру (без подробностей):

←−−
12 3

4
1312 = 1312 + 123 · 104 · −1

103 − 1
=

20022
333

=
2232 · 3
111 · 3

=
2232
111

= 2 0
0

←−−
102 = 2 0

0
+2 · 13−1.

Видно, что 2 · 13−1 = 0
0

←−−
102 — представление, имеющее место на сетке Gr0

[0,−∞). Его можно

получить также делением «столбиком».

Экстравертность автомата по состояниям
Рассмотрим вопрос об экстравертности автомата по состояниям. Формулы (2), определяющие

переходы в автомате, продолжают функционировать и в том случае, когда в роли состояний берут-
ся произвольные числоиды. Этот факт означает существование бесконечного автомата, имеющего в
своей основе автомат, заданный таблицей 2. Этот автомат был первоначальным целевым объектом,
определяемым уравнениями (2), назначение которого делить на 13(4). Это минимальный автомат, вы-
полняющий деление на 13(4). Все остальное, получающееся на основе уравнений (2), должно рассмат-
риваться как результат экстравертирования по различным параметрам, и, в частности, по состояни-
ям. В последнем случае приходим к упомянутому бесконечному автомату. Числоиды на сетке Gr0

(∞,0]
представляют все действительные числа. Некоторые из них представляют числа, делящиеся на 13(4),
остальные — нет. Априорно ясно, что числоиды, представляющие числа, не делящиеся на 13(4), могут
привести к непреодолимым сложностям. Поэтому рассмотрим пример экстравертирования по состоя-
ниям, представленным числоидами, делящимися на 13(4). Пусть в качестве «затравочного» начального
состояния создаваемого автомата, являющегося фрагментом бесконечного автомата, берется числоид
q̄ =

←−−
0211 = 3 · 13−1 = 3 ·

←−−
2313. Этот числоид не входит в ядро автомата 2, которое для удобства

приведем здесь, сняв «шапку» с этого автомата:

Ядро:
←−−
102

←−−
210

←−−
312

←−−
021

←−−
123

←−−
231

←−
0

Видно, что в ядре нет состояния q̄ =
←−−
0211. Тем не менее проведем вычисление из этого состо-

яния, взятого как начальное.
Пример 4. Пусть x̄ =

←−
0 320(4) = 13 · 20(4) = 7 · 8(10) = 56(10) делится на 13. Не выписывая

бесконечный автомат с состояниями, кратными 13−1, приведем только развертку его вычислительной
работы. Поскольку таблицы бесконечного автомата у нас перед глазами нет, приходится для заполнения
развертки вычислять его переходы-выходы. Это делается по формулам схемы (2), начальная из которых
имеет вид:

←−−
0211,x → ⟩

←−−
2313 · x +

←−−
0211⟨,⟨

←−−
2313 · x +

←−−
0211⟩.

Получается развертка:

9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 t

. . . 0 0 0 0 0 3 2 0 x

. . .
←−−
102

←−−
021

←−−
210

←−−
102

←−−
021

←−−
210

←−−
231

←−−
021

←−−
0211 q

. . . 1 0 2 1 0 2 3 1 y
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Как выясняется, уже при t = 1 происходит попадание в ядро автомата и потому нет необхо-
димости вести вычисления переходов-выходов по формулам (2); с этого момента можно пользоваться
таблицей 2. Кроме того, видно, что, начиная с момента t = 3, формируется трехместный период, и мы
можем записать результат:

13−1 ·
←−
0 320|

←−−
0211 =

←−−
21 0

3
231. (3)

На основе результата (3) можно сформулировать утверждение, что бесконечный автомат с со-
стояниями вида q̄ = ν ·13−1 = ν ·

←−−
2313, ν — целое, т. е. кратными 13−1, исправно ведет свои вычисления

с неизбежным попаданием в ядро автомата 2. Подобного нельзя сказать про бесконечный автомат с
состояниями, представленными произвольными действительными числами.

Еще одно наблюдение представляет дополнительный интерес с вычислительной точки зрения.
Обратимся к предыдущей развертке и задержимся на моменте t = 3, когда на вход автомата поступает
сигнал

←−
0 . Можно сказать, что вычисление можно остановить в этот момент, т. к. вся последующая

вычислительная работа автомата сводится к переносу состояния q̄ =
←−−
210 в результат в качестве

периода.

Кроме того, возникает мысль в записи отделить простой 0 от тройки нулей
←−−
000, возникшей

в предыдущей развертке, и, как результат, в таблице 2 в столбце, отмеченном состоянием q̄ =
←−−
210,

писать так:

x

q ←−−
210

0
←−−
021,0

←−−
000

←−−−−−−−−←−−
102
←−−
021
←−−
210,

←−−
210

Такая система записи позволяет нам избавиться от выписывания бесконечных последователь-
ностей символов и представлять их в конечном виде. Это не что иное как актуализация бесконечности.
Теперь мы можем предыдущую развертку записать в виде:

∞ > t ≥ 3 2 1 0 t
←−−
000 3 2 0 x

←−−−−−−−−←−−
102
←−−
021
←−−
210

←−−−−−−−−←−−
102
←−−
021
←−−
210

←−−
231

←−−
021

←−−
0211 q

←−−
210 2 3 1 y

Бесконечное вычисление изображено в конечном виде. Появившийся здесь объект
←−−−−−−−−←−−
102
←−−
021
←−−
210

можно трактовать как состояние и считать его производным состоянием. Следует отметить, что это не
просто игра с символикой, а отражение нашей ментальной способности к актуализации бесконечности
и ее последующей материализации. Интересна структура этого производного состояния: оно состоит
из упорядоченной тройки бесконечных периодических числоидов, расположенных на одной и той же
сетке Gr0

(∞,0] и упорядоченно воспринимаемых в одном акте восприятия.
Обратимся к числовому истолкованию числоидов, являющихся состояниями автомата, заданно-

го таблицей 2. Истолкования таковы:

←−−
102 = −102

333
,
←−−
210 = −210

333
,
←−−
312 = −312

333
,
←−−
021 = − 21

333
,
←−−
123 = −123

333
,
←−−
231 = −231

333
,

т.е. числоид
←−−
102 представляет число

(︀
−102

333

)︀
и т. д.

Числа позволяют упорядочить состояния делителя:

ядро:
←−−
312 <

←−−
231 <

←−−
210 <

←−−
123 <

←−−
102 <

←−−
021 <

←−
0 . (4)
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Таблица 5
Автомат 13−1 · x̄|q̄

x

q ←−−
312

←−−
231

←−−
210

←−−
123

←−−
102

←−−
021

←−
0

←−
0

←−−
231,2

←−−
123,1

←−−
021,0

←−−
312,3

←−−
210,2

←−−
102,1

←−
0 ,
←−
0

←−
1

←−−
123,1

←−−
021,0

←−−
312,3

←−−
210,2

←−−
102,
←−
1

←−
0 ,0

←−−
231,3

←−
2

←−−
021,0

←−−
312,3

←−−
210,
←−
2
←−−
102,1

←−
0 ,0

←−−
231,3

←−−
123,2

←−
3

←−−
312,
←−
3
←−−
210,2

←−−
102,1

←−
0 ,0

←−−
231,3

←−−
123,2

←−−
021,1

В этом порядке расположим состояния делителя, таблицу которого перепишем с учетом уста-
новленного порядка.

Это та же самая таблица 2, но в ней состояния в «шапке» таблицы упорядочены.
Такое упорядочение приводит к явному обнаружению закономерностей, присущих автомату

13−1 · x̄|q̄. В таблице заштрихованы клетки, соответствующие финальным состояниям. Кроме того,

видно, что все состояния автомата, выписанные в его «шапке», получаются из состояния
←−−
021 = − 21

333 =
− 21

21·13 = − 1
13 (4) = −1

7 (10) умножением его на целые числа, так что множество состояний автомата
можно записать в виде одной формулы:

Q13−1 = {q̄|q̄ =
←−−
021 · i,i = 0,1,...,12} = {

←−−
021 · i}↑i=12

i=0 . (5)

Теперь построим таблицу, являющуюся продолжением таблицы 5, в которой в роли состояний
выступают производные состояния. Предварительно для компактизации записей введем обозначения.

Символом, например,
←−−
312−−→

об=
←−−
123
←−−
231
←−−
312 обозначим упорядоченную тройку круговых перестановок,

построение которой начинается с цифры нулевого разряда. Пара стрелок, вверху и внизу, означает
такую перестановку. Из двух стрелок верхняя является ведущей, указывающей, в каком направлении
ведется перестановка; нижняя стрелка — подчиненная, ее назначение состоит в информировании о том,
что выполняется круговая перестановка. Для изображения производного состояния построенный объ-
ект надо снабдить еще одной стрелкой сверху, как это показано в развертке на странице 79. Получим

изображение для производного состояния:
←−−←−−
312−−→

об=
←−−−−−−−−←−−
123
←−−
231
←−−
312. В правой части стоит его развернутое

обозначение, в левой — его компактная запись. С помощью такой компактизации развертка на странице
79 примет вид:

∞ > t ≥ 3 2 1 0 t
←−−
000 3 2 0 x

←−−←−−
210−−→

←−−←−−
210−−→

←−−
231

←−−
021

←−−
0211 q

←−−
210 2 3 1 y

Вычисление по-прежнему имеет вид конечного вычисления, на практике при реализации его
на В-компьютерах оно, действительно, конечно, поскольку в В-компьютерах производные состояния,
будучи с точки зрения ментального акта многократной актуализацией, реализуются конечным образом,
причем максимально простым. Правильность вычисления, записанного в развертке, была проверена
раньше.

При построении продолжения таблицы 5 на множество производных состояний в роли «вход-
ных сигналов» будет выступать не только тройка

←−−
000, но и родственные ей тройки:

←−−
111,

←−−
222,

←−−
333.

Понятно, что множество трехбуквенных входных сигналов приведенными образцами не ограничива-
ется, но для первоначального изучения вычислительной процедуры можно рассмотреть приведенные
входные тройки сигналов. Иные варианты могут быть рассмотрены по аналогии.
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Выпишем все производные состояния (кроме нулевого), получающиеся компактизацией:

←−−
021→

←−−−−−−−−←−−
210
←−−
102
←−−
021 =

←−−←−−
021−−→,

←−−
102→

←−−−−−−−−−←−−
021
←−−
210
←−−
102 =

←−−←−−
102−−→,

←−−
123→

←−−−−−−−−←−−
231
←−−
312
←−−
123 =

←−−←−−
123−−→

←−−
210→

←−−−−−−−−←−−
102−−→
←−−
021−−→
←−−
210−−→ =

←−−←−−
210−−→,

←−−
231→

←−−−−−−−−←−−
312
←−−
123
←−−
231 =

←−−←−−
231−−→,

←−−
312→

←−−−−−−−−←−−
123
←−−
231
←−−
312 =

←−−←−−
312−−→

Если ограничиться натуральными числами, а они все имеют числоидное представление вида
x̄ =
←−
0 xr ...x1x0, то компактизационное продолжение таблицы делителя будет таким.

Таблица 6
Автомат 13−1 · x̄|q̄ (продолжение)

x

q ←−−←−−
312−−→

←−−←−−
231−−→

←−−←−−
210−−→

←−−←−−
123−−→

←−−←−−
102−−→

←−−←−−
021−−→

←−−
000

←−−←−−
312−−→,
←−−
312

←−−←−−
231−−→,
←−−
231

←−−←−−
210−−→,
←−−
210

←−−←−−
123−−→,
←−−
123

←−−←−−
102−−→,
←−−
102

←−−←−−
021−−→,
←−−
021

В этих обозначениях таблица автомата выглядит особенно просто. Типичный фрагмент разверт-
ки похож на фрагмент предыдущей развертки и выглядит так:

∞ > t ≥ 3
←−−
000

←−−←−−
123−−→

←−−←−−
123−−→←−−
123

Но для других входных наборов
←−−
111,

←−−
222,

←−−
333 достигнутая простота теряется. Рассмотрим,

например, переход из состояния
←−−←−−
123−−→ под действием входного сигнала

←−−
222. Соответствующий фрагмент

развертки будет содержать проблемные места, отмеченные знаком «?». Необходимо выяснить, чем
заполнять проблемные места. Для этого нужно вернуться к развертке:

∞ > t ≥ 3
←−−
222

?
←−−←−−
210−−→
?

Имеем, возвращаясь к предыдущим обозначениям:

∞ > t ≥ 3
←−−
222

?
←−−−−−−−−←−−
102
←−−
021
←−−
210

?

Но и здесь ясности не происходит, поскольку, возвращаясь к предыдущим обозначениям еще

на один шаг и приходя к исходным обозначениям, обнаруживаем, что содержащийся в
←−−−−−−−−←−−
102
←−−
021
←−−
210

переход из состояния
←−−
210 в состояние

←−−
021 под действием сигнала 2 невозможен и потому множество

состояний в таблице 5 должно быть расширено. Вычисление переходов из первичных стояний автомата
5 под действием нетривиальных троек

←−−
111,

←−−
222,

←−−
333 происходит по следующим образцам.

Пример 5. Пусть q =
←−−
123, входной сигнал равен

←−
2 . Соответствующая развертка:
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9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 t

. . . 2 2 2 2 2 2 2 2 x

. . .
←−
0

←−−
102

←−−
123

←−
0
←−−
102

←−−
123

←−
0
←−−
102

←−−
123 q

. . . 0 1 2 0 1 2 0 1 y

Видно, что формируется переход-выход:

∞+ 0 ∞ > t ≥ 0
←−−
222

←−
0 ∨
←−−
102 ∨

←−−
123

←−−−−−−−←−
0
←−−
102
←−−
123

←−−
201

Эта схема является типичным переходом-выходом в автомате. Из нее мы извлекаем, что в роли

состояния автомата выступает объект вида:
←−−−−−−−←−
0
←−−
102
←−−
123. Он родственен выписанным ранее производ-

ным состояниям, но не совпадает ни с одним из них. Это означает появление новых состояний в
расширенном автомате.

Правая часть развертки (справа от разрыва) показывает, что изображенная в ней конструкция
заполняет всю разрядную сетку Gr0

(∞,0], как это показано в первоначальной развертке этого примера, а
левая часть развертки (слева от разрыва) показывает, что переносится в следующую разрядную сетку
Gr1

(∞,0], в сетку бесконечно больших величин первого порядка. Обращаем внимание, что в следующую
сетку ввиду неопределенности на бесконечности, как это видно из начальной развертки этого примера,
переносится в качестве начального любое из состояний

←−
0 ∨

←−−
102 ∨

←−−
123; требуется дополнительная

информация для выбора начального состояния на следующей разрядной сетке.
Переходы наподобие рассмотренного полезны на практике, поскольку они позволяют беско-

нечные по длительности вычисления свести к конечным, причем это может быть реализовано как
В-технологии. Такого сорта сведения бесконечных вычислений к конечным приводят к ускорению
вычислений. В-технология позволяет реализовать такое ускорение.

Из примера ясно, как строить переходы из состояний автомата 5 под действием нетривиальных
троек сигналов. Результаты этих построений приведены в таблице 7.

Таблица 7 оказалась довольно содержательной и ввиду нехватки места распалась на три части.
Она чрезвычайно полезна для слежения за бесконечными вычислительными процессами. В ней появля-
ется новое расширение понятия состояния автомата. Оказалось, что имеет смысл считать состояниями

образования вида
←−−−−−−−−←−−
021
←−−
312
←−−
231, являющиеся ничем иным, как конечной актуализацией бесконечности,

позволяющие свести бесконечные вычисления к конечным. Будучи результатом ментальной операции
актуализации бесконечности, такие состояния тем не менее материально реализуемы конечным обра-
зом в В-технологии. Далее рассмотрим пример на ее использование.

Рассмотрим пример на применение таблиц 6, 7.
Пример 6. Пусть x̄ =

←−
0 331(4) = 13·20+10(4) = 7·8+4(10) = 60(10) не делится на 13. Развертка:

∞ > t ≥ 3 2 1 0 t
←−−
000 3 3 1 x

←−−−−−−−−←−−
021
←−−
210
←−−
102

←−−
210

←−−
231

←−
0 q

←−−
102 1 2 3 y

Пишем результат: 13−1 ·
←−
0 331|

←−
0 =

←−−
102123. Бесконечно долгое вычисление благодаря актуа-

лизации бесконечности, проявившейся во введении состояний вида
←−−−−−−−−←−−
021
←−−
210
←−−
102, выполнено за четыре

такта. Понятно, что устройство, заданное таблицами 6, 7, сложнее устройства, заданного таблицей 5.
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Таблица 7
Автомат 13−1 · x̄|q̄ (продолжение)

x

q ←−−
312

←−−
231

←−−
210

←−−
111

←−−−−−−−−←−−
210
←−−
123
←−−
312,
←−−
321

←−−−−−−−−←−−
000
←−−
021
←−−
231,
←−−
300

←−−−−−−−−←−−
123
←−−
312
←−−
210,
←−−
213

←−−
222

←−−−−−−−−←−−
231
←−−
021
←−−
312,
←−−
330

←−−−−−−−−←−−
021
←−−
312
←−−
231,
←−−
303

←−−←−−
210,
←−
2

←−−
333

←−−←−−
312,
←−
3

←−−−−−−−−←−−
102
←−−
210
←−−
231,
←−−
312

←−−−−−−−−←−−
231
←−−
102
←−−
210,
←−−
231

x

q ←−−
123

←−−
102

←−−
021

←−−
111

←−−−−−−−−←−−
312
←−−
210
←−−
123,
←−−
132

←−−←−−
102,
←−
1

←−−−−−−−−←−−
231
←−−
000
←−−
021,
←−−
030

←−−
222

←−−−−−−−−←−−
000
←−−
102
←−−
123,
←−−
201

←−−−−−−−−←−−
123
←−−
000
←−−
102,
←−−
120

←−−−−−−−−←−−
312
←−−
231
←−−
021,
←−−
033

←−−
333

←−−−−−−−−←−−
021
←−−
000
←−−
123,
←−−
210

←−−−−−−−−←−−
210
←−−
231
←−−
102,
←−−
123

←−−−−−−−−←−−
000
←−−
123
←−−
021,
←−−
102

x

q ←−−
000

←−−
111

←−−−−−−−−←−−
021
←−−
231
←−−
000,
←−−
003

←−−
222

←−−−−−−−−←−−
102
←−−
123
←−−
000,
←−−
012

←−−
333

←−−−−−−−−←−−
123
←−−
021
←−−
000,
←−−
021

Но, если речь идет об ускорении вычислений, переход к устройству, заданному таблицами 6, 7, необ-
ходим. Забегая вперед, скажем, что этим дело не ограничивается. Есть вычисления, в которых ис-
пользуется развитие описанного варианта ускорения вычислений. Развитие происходит в различных
направлениях и простирается достаточно далеко.

Заключение
Единый подход к синтезу устройств позволяет единообразно решать каждую новую задачу

даже при сильном отличии входных данных и результатов. Единый подход к синтезу устройств харак-
теризуется стандартной последовательностью действий.

Первым действием ищется числоид, представляющий число 13−1, вначале на сетке Gr0
(∞.0] ≡

...3 2 1 0 . Оказывается, он находится на ней и записывается в виде:13−1 =
←−−
2313.

Методом накопления состояний с использованием найденного представления находится конеч-
ный делитель 13−1 · x̄|q̄.

Проверяется правильность его работы. Оказывается, что некоторые числоиды, являющиеся
результатами его вычислений, могут быть записаны в виде периодических выражений в нескольких
разных видах.

На основе проведенного наблюдения выясняется, что в таблице автомата 13−1 · x̄|q̄ можно
отделить стрелочные входные сигналы от нестрелочных.

Это приводит к более громоздкой таблице автомата, в которой в роли состояний выступают

конструкции вида q̄ =
←−−−−−−−−←−−
102
←−−
021
←−−
210. И более громоздкая таблица автомата и более сложная конструк-

ция состояний дают возможность проводить ускоренное вычисление. Например, потенциально беско-
нечные вычисления выполняются за конечное число шагов. В таком автомате оптимальным образом
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решена проблема останова, что также приводит к ускорению вычислений.
Синтезированный автомат 13−1 · x̄|q̄ обладает свойством экстравертности по состояниям, со-

стоящим в том, что любой числоид на сетке Gr0
(∞.0] ≡ ...3 2 1 0 может быть взят в качестве начального

состояния. Во множестве числоидов выделяется класс состояний вида Q13−1 = {q̄|q̄ =
←−−
021 · i, i ∈ Z},

всегда приводящий к конечным вычислениям. Этот класс состояний может аппроксимировать вычис-
ления с начальными состояниями, в роли которых выступают любые действительные числа.

Синтезированный делитель 13−1 · x̄|q̄ является нормальным делителем, т. е. он делит от млад-
ших разрядов к старшим. Таблица 5 наглядно демонстрирует присущие ему структурные закономерно-
сти. Нормальному делителю противопоставляется инверсный делитель (в статье не описан), ведущий
деление от старших разрядов к младшим (нам хорошо знакомое деление). Эти делители приводят к
двум различным числоидам, представляющим число 13−1 (см. табл. 4).

Показан не встречавшийся ранее способ ускорения вычислений, состоящий в использовании
комплексов состояний в качестве одного нового состояния .

Для реализации описанной идеологии наилучшим образом подходит В-технология. В других
технологиях такая реализация совершенно не просматривается.
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Последние 5–10 лет активно развивается направление автономных транспортных средств. Мно-
гие автопроизводители вкладывают средства в разработку умных систем помощи вождению, были
созданы отдельные компании, занимающиеся разработкой автопилота. Электронные устройства, необ-
ходимые для управления автомобилем, уже присутствуют во многих современных моделях, основное
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внимание сосредоточенно на вычислительных устройствах и программном обеспечении. Заявляемая
цель — сделать движение в автомобиле безопасным, исключив из управления человеческий фактор.

В начале прогнозы были крайне оптимистичны: нам обещали готовые беспилотники в течение
пары лет, но время прошло, а работа еще не закончена. Оказалось, что создать автопилот, решающий
все возникающие во время вождения задачи не хуже человека не так-то просто. Рассмотрим современ-
ные общие представления отрасли о том, как должен выглядеть автопилот, подходы разных компаний
к реализации этих идей и нерешенные вопросы, которые мешают наконец создать машину, которая
едет из пункта А в пункт Б без вмешательства человека и без аварий.

Классификация SAE
Для классификации степени автоматизации вождения широко используется классификация из

«Таксономии и определений терминов, относящихся к системам автоматизации движения для дорож-
ных транспортных средств», впервые выпущенной органом по стандартизации автомобилестроения
SAE International в 2014 году. В документе зафиксированы задачи, выполняемые человеком на раз-
ных уровнях автоматизации вождения. Чтобы понять классификацию, следует привести определения
используемых в ней понятий.

Динамическая задача вождения (ДЗВ) — все оперативные и тактические функции, выполняе-
мые в реальном времени, необходимые для управления транспортным средством в процессе дорожного
движения, за исключением стратегических функций, таких как планирование поездок и выбор пунктов
назначения и путевых точек.

Область функционирования (или операционного/эксплуатационного проектирования) — усло-
вия эксплуатации, для использования в которых данная система автоматизации вождения или некото-
рые ее функции специально предназначены, включая, помимо прочих, экологические, географические
ограничения, а также ограничения по времени суток и/или наличие или отсутствие определенных
условий дорожного движения.

Согласно последней версии документа SAE от 30 апреля 2021 года [1] выделяется 6 уровней
автоматизации транспортных средств:

0. Автоматизация вождения отсутствует. Водитель выполняет ДЗВ, даже если присутствуют
активные системы безопасности, например, экстренное торможение или предупреждение.

1. Помощь водителю. Устойчивое и зависящее от области функционирования выполнение систе-
мой автоматизации подзадачи ДЗВ: движения в одной полосе или движения между полосами (но не
обоих одновременно). Ожидается, что водитель выполнит оставшуюся часть ДЗВ.

2. Частичная автоматизация вождения. Устойчивое и зависящее от области функционирования
выполнение системой автоматизации подзадач ДЗВ: движения в одной полосе и между полосами.
Ожидается, что водитель выполнит подзадачу обнаружения объектов и событий и реагирования, а
также будет контролировать систему автоматизации вождения.

3. Условная автоматизация вождения. Устойчивое и зависящее от области функционирования
выполнение системой автоматизации всей ДЗВ. Ожидается, что пользователь будет восприимчив к
запросам автоматизированной системы вождения на вмешательство, а также к сбоям в других частях
системы автомобиля, влияющих на ДЗВ, и отреагируют соответствующим образом.

4. Высокая автоматизация вождения. Устойчивое и зависящее от области функционирования
выполнение системой автоматизации всей ДЗВ. Вмешательство от пользователя не ожидается.

5. Полная автоматизация вождения. Устойчивое и безусловное (не зависящее от области функ-
ционирования) выполнение системой автоматизации всей ДЗВ. Вмешательство от пользователя не
ожидается.

Стоит отметить, что данный документ не содержит спецификаций и не предъявляет требова-
ний к системам автоматизации вождения каким-либо иным образом. Набор тестов для определения
или проверки уровня автоматизации вождения отсутствует, и, как утверждается SAE, создание таких
тестов на практике невозможно. Поэтому описанные выше уровни назначаются, а не измеряются, и
отражают замысел конструкции для функции системы автоматизации вождения, как определено ее
производителем.
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Обобщенная архитектура
Как отмечается в статье [2], после вызовов DARPA Grand Challenges в 2005–2007 годах боль-

шая часть отрасли разбила архитектуру автономных автомобилей на карты высокого разрешения (HD
map), локализацию (localization), восприятие (perception), прогнозирование (prediction) и планирова-
ние (planning). После прорывов, сделанных в рамках соревнований по классификации изображений
ImageNet, блоки восприятия и прогнозирования стали основываться на машинном обучении. Тем не
менее планирование и моделирование поведения по-прежнему в значительной степени основано на
правилах: эффективность повышается, если люди пишут все более подробные правила, определяю-
щие, как автономное транспортное средство должно управляться.

Рассмотрим подробнее выделенные блоки автопилота, чтобы позже останавливаться только на
специфических отличиях решений разных компаний:

1. Карты высокого разрешения
Карты, предварительно построенные с помощью лидаров и прочих датчиков, включающие все регули-
рующие дорожное движение знаки и расположение светофоров. Обычно загружаются в облако — их
необходимо часто обновлять в связи с тем, что реальный мир меняется: появляются новые постоянные
знаки или временные знаки ремонтных работ, изменяются фасады зданий и проч.

2. Восприятие
Типичное решение представляет собой нейронную сеть, обрабатывающую данные с датчиков: камер,
радаров, лидаров, GPS, гиростабилизатора (акселерометра и гироскопа), ультразвуковых датчиков –
для определения положения других объектов, участников дорожного движения, вокруг автономного
транспортного средства. Эти системы тренируются на размеченных вручную данных, хотя многие ком-
пании автоматизируют разметку данных, оставляя на людей только функции проверки решения. Задача
восприятия включает в себя подзадачи обнаружения, классификации, отслеживания и сегментации.

3. Локализация
Определяется положение автомобиля в пространстве путем сопоставления данных, полученных с по-
мощью восприятия, и карт высокого разрешения. Достигается точность ±10 см.

4. Прогнозирование (предсказание)
Процесс предвидения того, что может случиться дальше, и того, как собственные действия транспорт-
ного средства могут повлиять на поведение других. Существует два подхода: подход, основанный на
модели, и подход, основанный на данных, использующий машинное обучение.

5. Планирование
Определение траектории до пункта назначения с учетом движущихся объектов на дороге. На верхнем
уровне происходит поиск пути на графе (преобразованной карте). На нижнем уровне минимизируется
ошибка траектории с точки зрения безопасности, законности, скорости и осуществимости.

6. Контроль
Контроллер получает требуемую траекторию как последовательность точек. Его задача – используя
управляющие воздействия (руление, ускорение и торможение), провести машину через заданные точки.

Большинство современных автопилотов не сильно отклоняются от рассмотренной архитектуры,
но компании стараются презентовать информацию о своих решениях как об уникальных разработках.

Сравнение решений рассмотренных компаний-производителей
В сети Интернет можно найти информацию о многих развивающихся сейчас проектах авто-

пилотов. Объем такой информации варьируется в зависимости от открытости проекта, но часто ее
достаточно, чтобы составить общее представление об архитектуре системы. Некоторые общие харак-
теристики рассмотренных автопилотов представлены в табл.

В столбце «Уровень» приведен заявленный компанией уровень автоматизации вождения, кото-
рый может и не соответствовать реальности.

Многие компании не раскрывают исходный код своего автопилота, но рассказывают о неко-
торых архитектурных решениях на различных презентациях или в публикациях, как делает Tesla и
Cognitive Pilot. NVIDIA предоставляет набор инструментов для разработки программного обеспече-
ния (SDK). Comma OpenPilot и Apollo разместили исходный код на платформе GitHub, чтобы любой
заинтересованный человек мог разобраться в его работе или даже принять участие в разработке.

Как известно, в настоящее время качество нейронных сетей основывается на том, насколько об-
ширен и качественен набор данных, на которых они обучаются. И, чтобы помочь исследовательскому
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Таблица
Программные и аппаратные решения

Уровень Открытый
исходный
код

Открытый
набор дан-
ных

Упоминаемые
архитектуры
нейронных
сетей

Упоминаемые
библиотеки,
фреймворки

Лидар Радар Разработан
свой про-
цессор

Tesla 2, 3, 4 - - ResNet, FPN,
DeepLabV3,
U-Net,
Transformer,
Spatial RNN

PyTorch - - +

Waymo 4 - + VectorNet AutoML,
TensorFlow

свой + +

Comma
OpenPilot

0, 1 + - CNN, ResNet,
RNN, GRU

Pillow, CasADi,
ONNX

- + -

NVIDIA
Drive

2, 3, 4 +/- - CNN Torch 7 + + +

Argo AI 4 - + ... . . . свой + +
Level 5 2, 3,

цель — 4
- + CNN, DCNN PyTorch + + -

Cognitive
Pilot

3, 4 - - CNN, U-Net,
LeNet, SSD,
SqueezeNet
RCNN

Caffe - свой -

Yandex 4 - + . . . . . . свой + -
Apollo 4, 5 + + CNN, R-CNN,

Fast R-CNN,
Faster R-CNN,
YOLO, SSD,
FCN, LSTM

Caffe + + +

сообществу развивать машинное восприятие и технологии автономного вождения, многие компании
выложили в открытый доступ часть своих наборов размеченных данных для обучения нейросетей.

Чтобы примерно описать работу нейронной сети, используют называния стандартных архитек-
тур, которые применялись при ее построении, как, например, CNN или U-Net, хорошо зарекомендо-
вавшие себя при решении определенных задач распознавания образов или классификации.

Радары позволяют определять препятствия и скорость движущихся объектов, но имеют ма-
ленькое разрешение и плохо работают в условиях снега или дождя. Лидар измеряет расстояния путем
излучения света (лазер) и позволяет строить карты высокого разрешения.

Несмотря на то, что одни работающие над автопилотом компании считают, что именно лидар
сделает автопилот безопасным, другие отказываются от его использования (Tesla и Conitive Pilot) по
причине его высокой стоимости и быстрого выхода из строя. Agro AI, купив в 2018 году компанию
по производству лидаров, в мае 2021 выпустила свой лидар специально для решения задач автопилота.
Яндекс также разработал собственный лидар к ноябрю 2021 года. Comma OpenPilot разрабатывает
систему, которую можно поставить на свой автомобиль (поддерживается множество моделей), поэтому
использует стандартный набор датчиков автомобиля, впрочем, и уровень автопилота в данном случае —
система помощи водителю.

В мае 2021 года Tesla отказалась и от радаров из-за различных минусов самих радаров, а также
необходимости объединять их данные с данными с камер, решив полагаться только на последние и
нейросети. Cognitive Pilot для решения тех же минусов радара в 2018 году создали свой радар.

Далее более подробно представлены решения рассмотренных компаний.

Tesla
Tesla — американская компания-производитель электромобилей, которая предоставляет набор

функций ADAS (advanced driver-assistance systems — усовершенствованная система помощи водителю);
работа в этом направлении началась в 2013 году.

Компания собирает данные со всех автомобилей, подключенных к облаку. На каждой машине
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происходит сравнение реальных данных с прогнозами автопилота, даже если в данный момент управ-
ляет машиной водитель. Причем данные с радаров, от использования которых в автопилоте отказались,
продолжают собираются для лучшей маркировки данных. Кроме того, в компании используют симу-
ляцию для генерации еще большего количества данных для обучения.

На презентации Tesla Autonomy Day в 2019-му году был представлен чип, разработанный спе-
циально для нейронной обработки (NPU). На одной машине используется два таких чипа, обеспечиваю-
щих производительность 144 трлн операций в секунду, работающих как два независимых компьютера.
В результате обработки поступающей информации формируются две версии плана, проверяемые на
совпадение.

Также в 2019 было заявлено, что все производимые автомобили имеют необходимые аппарат-
ные средства для полностью автономного вождения, осталось только улучшить программное обеспе-
чение.

Архитектура блока восприятия (GydraNet), разработанная в компании Tesla, создана для пре-
образования данных с камер в «векторное пространство» с тремя измерениями. Изображения с 8 камер
выравниваются, объединяются, проходят через экстрактор признаков и классификатор. Трансформер
позволяет сопоставить изображение одной и той же области с разных точек обзора (разных камер) и
определить как одну и ту же область. Очередь признаков сохраняет такую информацию, как, например:
припаркована ли распознанная впереди машина или она движется; действующее ограничение скорости,
знак о котором был пройден 15 с назад. Далее последовательность статичных изображений окружаю-
щего мира выстраивается в динамическую модель. После чего следуют отдельные модули (отдельные
«головы гидры»), обученные решать разные задачи (реакция на дорожную разметку, дорожные знаки
и проч.).

Построенные в процессе карты могут служить альтернативой картам высокого разрешения,
строящимся с помощью лидаров. Вместо точного 3D-контура объектов здесь используются извлекае-
мые нейронными сетями из изображений признаки.

В блоке планирования система Tesla ищет лучший набор траекторий, выпуклый коридор,
используя физические модели, затем находит окончательное решение, используя методы непрерывной
оптимизации [3]. В случаях, когда сочетание грубого поиска и непрерывной оптимизации недостаточно
эффективно для решения задачи планирования (например, густонаселенные центры городов в час пик),
Tesla планирует реализовывать методы, основанные на машинном обучении (комбинацию нейронных
сетей и поиска по дереву Монте-Карло), которые еще не используются в текущей версии автопилота.

Waymo
Waymo — американская компания-производитель технологий беспилотных автомобилей, начав-

шая свою работу в 2016 году как дочерняя компания Alphabet (холдинг, образованный в процессе
реорганизации Google в 2015 году). Впрочем, Google начала работу над технологией автопилота еще
в 2009 году. С 2012 года есть лицензия, разрешающая использование беспилотных автомобилей на
дорогах общего пользования в штате Невада.

В 2020 представлена [4] новая нейронная сеть VectorNet с иерархическим графом, в которой
наблюдаемые траектории участников дорожного движения и особенности карты в виде последователь-
ности векторов. Этот подход обеспечивает более точные прогнозы, по сравнению с CNN, при меньшем
объеме вычислений. VectorNet позволяет прогнозировать траектории движущихся объектов, даже если
какие-то объекты частично замаскированы (знак остановки, загораживаемый деревом).

В блоке восприятия автопилота Waymo применяет активное обучение для маркировки данных
и AutoML для создания архитектур и выбора более эффективного варианта (по точности и време-
ни вывода). В блоке локализации используется опыт работы с Google Maps. Для прогнозирования
применяются рекуррентные нейронные сети и обучение с подкреплением в симуляторах.

Обычного обучения на примерах настоящих водителей оказалось недостаточно для обработки
сложных сценариев вождения [5]. Чтобы решить эту проблему, для собранных 30 млн примеров до-
бавили штрафы, препятствующие плохому поведению и поощряющие прогресс, и дополнили данные
синтезированными возмущениями траектории движения.
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Comma OpenPilot
Американская компания Comma.ai основана в 2015 году. В 2016 году первая версия полуавтома-

тической системы вождения OpenPilot была упакована в небольшое поставляемое устройство «Comma
one». В связи с претензиями правительства исходный код был открыт с подчеркиванием его предпола-
гаемого использования в исследовательских целях без каких-либо гарантий. В 2020 году представлено
устройство «Comma two», в 2021 году сообщается о разработке «Comma three».

Comma OpenPilot — это система с открытым исходным кодом, в разработке которой может
принять участие любой специалист. Система может встраиваться в большинство современных автомо-
билей.

Чтобы подключаться к любой машине, была спроектирована архитектура, которая будет рабо-
тать с любой машиной. Электронный блок управления работает независимо от того, какой тип маши-
ны его использует. OpenPilot подключается к шлюзу (Gateway) через интерфейс CAN-шины (Controller
Area Network), благодаря чему взаимодействует с остальной частью автомобиля. Само устройство раз-
мещается на переднем стекле и представляет собой смартфон, на который выводится изображение
дороги.

Планирование разделено на две части — поперечное планирование (рулевое управление) и
продольное планирование (газ/тормоз). В обоих случаях используются решающая программа MPC
(Model Predictive Control — прогностический контроль модели) [6].

В блоке контроля план в форме кривизны и скоростей / ускорений сначала преобразуется
в управляющие сигналы, не зависящие от транспортного средства, которые затем преобразуются в
конкретные команды CAN этого транспортного средства через систему управления с обратной связью,
работающую на частоте 100 Гц.

NVIDIA Drive
NVIDIA Drive — это семейство продуктов для разработки автономных транспортных средств

(охватывающее все, от автомобиля до центра обработки данных) от американской компании NVIDIA,
разрабатывающей графические процессоры и системы на кристалле (SoC). Свое первое комплексное
решение для автомобильной промышленности компания представила в 2015 году.

Сейчас компания предлагает платформу разработки автономного транспортного средства и эта-
лонную архитектуру для разработки автономных решений уровня 2+ и уровня 3, называемую DRIVE
Hyperion. Платформа состоит из полного набора настроенных, оптимизированных и сертифицирован-
ных датчиков, а также высокопроизводительной вычислительной платформы. Кроме того, у компании
есть аппаратные решения, предназначенные для автономных систем 5-го уровня (без программного
обеспечения).

NVIDIA предоставляет аппаратное и программное обеспечение, необходимое для разработ-
ки автономного транспортного средства, включая суперкомпьютер NVIDIA DGX для обучения DNN-
восприятию и масштабируемую платформу для физически точного моделирования различных сцена-
риев DRIVE Sim. В последней происходит все тестирование систем автопилота, поскольку физические
тесты беспилотных автомобилей компании в настоящее время приостановлены.

В статье [7] 2016 года представлена сквозная (end-to-end) система, в которой не осуществляется
явная декомпозиция задачи вождения на подзадачи восприятия, планирования и контроля. Разрабо-
танная система выполняет все этапы обработки одновременно. На рис. 1 представлена CNN, которая
получает на вход данные с камер и тренируется выдавать угол поворота руля.

Обученная таким образом сеть используется для генерации управляющих команд от одной
передней центральной камеры. Сеть содержит около 27 миллионов связей и 250 тысяч параметров.

Несмотря на выделенные в статье преимущества данного подхода к разработке ПО для автоном-
ного транспортного средства, в компании для поиска наиболее безопасного решения разрабатываются
и другие решения, включающие детекцию объектов разных классов, сегментацию изображений и проч.

Argo AI
Argo AI — независимая американская компания, основанная в 2016 году, которая создает про-

граммное обеспечение, оборудование, карты и инфраструктуру облачной поддержки для управления
беспилотными автомобилями. В январе 2019 года получили разрешение тестировать свои автономные
автомобили в Калифорнии.
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Рис. 1. Тренировка нейронной сети [7]

Argo AI не планирует выпускать технологии автономного вождения для личного владения: они
хотят предоставить эти технологии для совместного использования автопарков с такими приложения-
ми, как поиск пассажиров и услуги доставки товаров.

Чтобы соответствовать заявленному 4-му уровню автоматизации, предполагающему определен-
ную область функционирования автономного транспортного средства, в пределах которой оно может
выполнять корректно все свои функции, система беспилотного вождения Argo AI для коммерческого
использования будет работать только в «геосети» (geonet) определенных улиц и поворотов, с учетом их
топографических особенностей и максимальных ограничений скорости, в которых системе автопилота
разрешено работать в режиме без водителя.

Предусмотрен ряд функций, предотвращающих работу за пределами области функциониро-
вания. Например, система контролирует количество осадков и безопасно останавливает автомобиль,
если ливень становится слишком сильным. Другой пример: автомобиль не может выйти на новую
территорию, он будет проезжать только по карте, которая кодирует авторизованную геосеть. При этом
система рассматривает карты только как вспомогательное средство и проверяет, соответствует ли ре-
альный мир ее ожиданиям. Когда эти ожидания не оправдываются, система либо адаптируется к новой
реальности, либо предпринимает безопасные действия, такие как замедление до остановки или оста-
новка, и запрашивает удаленную помощь.

Система восприятия предусматривает возможность отслеживания объектов неизвестного клас-
са (например, трехголового монстра на Хэллоуин) с фиксацией их положения, скорости и направления
движения.

Система прогнозирования обучается на наборах данных, включающих как правильное пове-
дение (соблюдение правил), так и неправильное (от легкого несоблюдения правил до агрессивного
поведения), и непрерывно собирает новые данные [8].

Level 5
Aptiv (ранее Delphi Automotive) — международная компания, производитель автомобильных

комплектующих, Lyft — агрегатор такси из Сан-Франциско. В 2017 году совместно создали отдел
Level 5 для разработки беспилотного автомобиля. Успели предоставить 100 000 коммерческих поездок
на такси с автопилотом (со страхующим водителем на водительском месте) за 3 года. В апреле 2021
проект перешел к компании Toyota’s Woven planet (Япония), где команда продолжает работать над
автопилотом.

В самом начале своего проекта разработчики обучили несколько базовых моделей компьютер-
ного зрения на настольных компьютерах, создали свой первый внутренний фреймворк для обучения и
за год выпустили на дороги готовый продукт. Но вскоре этих решений стало не хватать для дальней-
шего развития, поэтому решили сменить парадигму и перешли на PyTorch в 2020 году [9].

В статье [10] 2020 года, предлагающей всем желающим попробовать свои силы в обучении
собственных моделей на открытом наборе данных, авторы отмечают, что «задача восприятия уже
готова к использованию в производстве, в то время как задачи прогнозирования и планирования еще
не решены». И спустя год представляют [2] альтернативу традиционному подходу к планированию,
основанному на правилах, — подход, ориентированный на машинное обучение, который они назвали
Autonomy 2.0.
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Cognitive Pilot
Cognitive Pilot (ООО «Когнитив Роботикс») — российская компания, созданная Cognitive

Technologies (разработка и внедрение программного обеспечения) совместно со СберБанком в 2019
году для разработок в области беспилотных транспортных средств. Работа в этом направлении нача-
лась в 2017 году. Кроме беспилотного легкового автомобиля у компании также есть проекты:

• Cognitive Agro Pilot — система автономного управления сельскохозяйственными транспортны-
ми средствами. Основная задача системы — вести машину ровно вдоль границы между скошенной и
нескошенной частями сельхозкультур. В основе системы управления, в отличие от систем основных
зарубежных разработчиков, лежит не навигация по сигналу GPS, а компьютерное зрение. В 2021 году
провели онлайн-мероприятие — День КиберПоля, где несмотря на плохие погодные условия продемон-
стрировали работу системы;

• Cognitive Rail Pilot — система помощи машинисту локомотива;
• Cognitive Tram Pilot — система автономного управления трамваем.
• Cognitive Auto Pilot — система управления беспилотным автотранспортом, выполняющая за-

дачи: детекции автомобилей, пешеходов, границ полосы движения, распознавания дорожных знаков,
предупреждения о столкновении и удержания в полосе движения.

На уровне восприятия для работы автопилота в реальных условиях (плохих дорог и погоды)
разработали метод «виртуального тоннеля», в основе которого лежит принцип внутреннего самоподо-
бия дорожной сцены. Разработчики научились выявлять наиболее общие, фундаментальные признаки,
присущие дорожному полотну, будь это автомагистраль, проселочная или грунтовая дорога.

Вместо обычного подхода High level data fusion (объединение данных на высоком уровне), при
котором данные с разных датчиков обрабатываются по отдельности, а затем результаты их распозна-
вания усредняются, создали свой подход, который назвали Low level data fusion. «Сырые данные»
сначала синхронизируются в единой системе координат, а потом комплексно обрабатываются.

На уровне прогнозирования технология CAI (Cognitive Artificial Intuition — когнитивная ис-
кусственная интуиция) позволяет моделировать элементы интуиции человека и делать точный прогноз
развития дорожной ситуации для всех участников дорожной сцены, формировать сценарии безопасно-
го движения, в том числе и в критических дорожных ситуациях [11].

Yandex / Яндекс
Беспилотные автомобили Яндекса — самоуправляемые транспортные средства, разрабатывае-

мые инженерами российской компании Яндекс с 2017 года.
В настоящее время используется машина, оборудованная всем, что нужно для программного

управления рулем и ускорением, к которой Яндекс добавляет свое оборудование: компьютер, комплект
сенсоров, проводку [12].

Машина потребляет до 2 кВт, большая часть которых приходится на вычислитель, состоящий
из двух серверных процессоров и трех видеокарт. Все вычисления происходят на борту автомоби-
ля, он полностью автономен. Чтобы беспилотная часть машины могла продолжать функционировать
длительное время, автомобиль комплектуется двумя дополнительными батареями, от которых питает-
ся электрическая сеть. Энергопотребление всего беспилотного оборудования меньше, чем у штатных
узлов и агрегатов.

Инженеры разработали систему очистки сжатым воздухом и омывающей жидкостью, которая
автоматически активируется в тот момент, когда на картинке, генерируемой лидаром, появляются неха-
рактерные визуальные шумы. Радары умеют видеть через закрытые кожухи, скрыты внутри крыши и
в очистке не нуждаются.

Разработаны специальные аппаратные решения для локализации с помощью RTK (Realtime
kinematic — кинематика реального времени) и собственное приемное устройство для работы с камера-
ми. Используется UNIX-подобная ОС.

Apollo (Baidu)
Apollo, или Apolong, — проект китайской компании Baidu по разработке беспилотного автомо-

биля, начавший свою работу в 2013 году. В августе 2021 году презентовали автомобиль без руля и
педалей, заявленный как беспилотник 5-го уровня. В мае 2021 года запустили такси без страхующего
водителя с удаленным мониторингом и управлением в случае непредвиденных обстоятельств.
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В блоке прогнозирования автопилота каждый момент времени (timestep) обновляется предска-
зание для каждого объекта на дороге. Apollo предлагает подход на основе модели, называемый «lane
sequence-based prediction» (прогнозирование на основе последовательности полос движения). Дорога
делится на связанные участки, в которых движение автомобиля элементарно, вероятность перехода с
одного участка на другой определяется на основании скорости автомобиля и проч. [13].

В блоке планирования маршрута строится траектория в 3 измерениях (x, y, t), для каждой
точки указывается скорость автомобиля. Для этой задачи координаты Френе (longtitude (S) — долгота
вдоль центра дороги и lateral (L) — расстояние вбок от центра) удобнее декартовых, поэтому расчеты
производятся в них.

Сначала на дороге выделяются точки, в которых автомобиль может находиться в процессе
движения, по ним строится множество траекторий, из которых выбирается самый дешевый маршрут
(функция стоимости — сумма значения отклонения, комфорта пассажиров и др.). Затем по точкам
подбирают последовательность скоростей. Для этого в координатах ST строятся траектории (профили
скорости), не пересекающиеся с запрещенными областями, которые будут занимать другие объекты в
это время (рис. 2). Для выбора лучшего профиля скорости используется оптимизационный движок.

Рис. 2. Профили скорости [13]

Задача контроля: провести машину через заданные точки траектории, получая на входе саму
требуемую траекторию и текущее положение автомобиля и выдавая на выход управляющие воздей-
ствия (руление, ускорение, торможение). Есть 3 подхода к решению задачи контроля, которые исполь-
зуются в Apollo: пропорционально-интегральная производная (PID), линейно-квадратичный регулятор
(LQR), прогностический контроль модели (MPC).

В 2020 году в статье [14] представили полностью автоматический конвейер модели прогнози-
рования для поддержки аннотации данных различных подмодулей прогнозирования, извлечения при-
знаков, обучения, настройки и развертывания модели, который продемонстрировал повышение эффек-
тивности настройки параметров до 400 % при масштабном развертывании в различных сценариях в
разных странах.

Ошибки
Компании создают для презентаций и рекламы ролики, в которых представляют нарезку ди-

намичных кадров с разных ракурсов в хороших условиях, на которых беспилотный автомобиль едет
идеально. О качестве работы автопилота это говорит мало, в отличие от сообщений об эксплуатации
от реальных пользователей.

Tesla продала большое количество своих машин с автопилотом и до недавнего времени не
запрещала пользователям публиковать результаты их работы. Из этих видео, а также новостных сооб-
щений можно заметить, что автопилот Tesla совершает много ошибок:

• автопилот не среагировал на светлый прямоугольный фургон, перегородивший дорогу, и вре-
зался в него. Около 4 похожих случаев с 2016 года по 2020 год;

• автопилот не среагировал на припаркованные служебные машины с проблесковыми маячками
в темное время суток. Выпустили обновление за пару недель после начала расследования. 12 аварий с
2018 года;

• распознал «призрака» на кладбище — в пустом пространстве обнаружил человека;
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• крайне важна дорожная разметка — при въезде с неразмеченной дороги на размеченную авто-
пилот попытался перестроиться, чуть не врезавшись в дорожное ограждение;

• распознал мальчика в оранжевой рубашке как дорожный конус;
• распознал луну как желтый сигнал светофора;
• распознал знак Burger King как знак «Стоп»;
• проектор отображал ложные знаки ограничения скорости на деревьях и фигуру пешехода на

асфальте, что было распознано автопилотом как реальность.
Информации об ошибках Waymo немного. Известно, что за 10 млн км (поездки с водителем в

Финиксе и окрестностях в 2019 году) автомобили Waymo попали в 18 аварий (водитель по возможно-
сти предотвращал неизбежные столкновения). Чтобы оценить, насколько хорошо автопилот справился
бы без человека, Waymo повторно смоделировала ситуации, в которых водитель перехватил управле-
ние. Выяснилось, что без вмешательства произошло бы еще 29 аварий.

На презентации 2021 года CVPR’21 WAD спикер от Argo AI напомнил о том, что реальный мир
еще является критически сложным для автономных систем вождения, приведя цитату из отчета [15]
NTSB (Национальный совет по безопасности на транспорте) 2019 года о расследовании происшествия,
в котором автомобиль (беспилотник Uber) в марте 2018 года в автономном режиме сбил насмерть пе-
шехода, ведущего сбоку от себя велосипед: «Автоматическая система вождения несколько раз меняла
классификацию пешехода, поочередно переходя между транспортным средством, велосипедом и про-
чим. Поскольку система никогда не классифицировала такого пешехода, а в ее конструкции исключена
история отслеживания несуществующих объектов — объектов с измененной классификацией — она не
могла правильно предсказать путь пешехода». Спикер отметил, что по-прежнему сложно построить
устойчивую интерпретацию динамического мира.

Заключение
В данной области есть множество проблем, с которыми столкнулись компании- производители

и которые они пытаются либо решить, либо обойти. Во-первых, проблему представляют датчики, на
которых основана система восприятия, и то, как полно с их помощью можно построить модель окру-
жающего мира. Например, как отмечают в компании Waymo, лидар полностью ослепляется во время
снега, дождя или тумана. Следовательно, Waymo много ездит в таких местах, как Феникс, Аризона,
или Сан-Франциско, Калифорния, где условия постоянно сухие и солнечные.

Во-вторых, проблема, которая встанет перед производителями, когда они перейдут к созданию
транспортных средств 5-го уровня автономности, — ограничения карт высокого разрешения, без
которых их беспилотный автомобиль не может ездить. Теоретически возможное нанесение на карту
всего мира является огромной проблемой с точки зрения масштаба.

В-третьих, в задачах управления (планирование и контроль) наблюдается тенденция заменять
декларативные способы представления знаний нейронными сетями, аргументируется это лучшей рабо-
той последних. Неясно, к чему это приведет, поскольку перед искусственными нейронными сетями все
еще стоит ряд нерешенных проблем: проблема полноты и верифицируемости, проблема интерпрети-
руемости решений, проблема расчета емкости искусственной нейронной сети, проблема устойчивости
к внешним воздействиям, проблема устойчивости решения.

В-четвертых, чтобы автопилот, являющийся обученной нейронной сетью, вел себя как опытный
водитель (встраивался в плотный городской поток, вовремя ускорялся) в условиях разных городов, его
необходимо переобучать на новых данных. Даже с учетом того, что переобучение будет осуществ-
ляться автоматически в конвейере, это является частным решением общей задачи действительно авто-
номного автомобиля, который может двигаться в любой обстановке. Работы над обобщением частных
решений не наблюдается.

Кроме того, стоят более общие вопросы, близкие к проблемам искусственного интеллекта: как
выглядит действительно автономный автомобиль и как проверить его автономность, на ком лежит от-
ветственность в случае аварии? Широко используемая в разговорах об автопилотах классификация
SAE, хотя и описывает уровни автономности вплоть до 5-го, предоставляет нам лишь термины — стан-
дарты и спецификацию требований еще предстоит создать. Для этого следует решить, как оценить
качество и безопасность решения, не важно, частичной или полной, автоматизации вождения: количе-
ством часов езды в данном режиме автомобилей компании, количеством аварий на км, разнообразием
ситуаций в процессе вождения? Также предстоит решить, какие км следует считать: те, что тестирова-
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лись самой компанией, те, что проехали пользователи, приобретшие продукцию компании, или вообще
испытания, проводимые в виртуальной реальности.

Не стоит забывать про проблемы внедрения в эксплуатацию. Вопрос психологического доверия
к автономному автомобилю без человека-водителя стоит в отдаленном будущем. Пока же используются
автомобили с частичной автоматизацией вождения, которые приводят к снижению внимания, уделяе-
мого водителем дороге, что требует повышения осведомленности пользователей и развития систем
контроля за вниманием водителя.

В данной работе не рассматривалось направление «Подключенные автономные автомобили»
(CAV), предлагающее подходы по частичному решению поставленных проблем, но требующее пере-
стройки всей транспортной инфраструктуры.

Можно сделать вывод, что в настоящее время отсутствуют теоретические доказательства воз-
можности существования полного автопилота, и основные работы ведутся над тем, чтобы доказать это
практикой.
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