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Аннотация: в рамках метода контрольного объема разработан программный код для численно-
го решения задач неидеальной магнитной гидродинамики вязкой несжимаемой жидкости на структу-
рированных разнесенных сетках в сферических координатах. При дискретизации уравнения индукции
магнитного поля использован алгоритм ограниченного переноса (Сonstrained Transport Algorithm) и
схема QUICK с методом отложенной коррекции для аппроксимации конвективных членов. Для ре-
шения уравнений гидродинамики использован алгоритм SIMPLER. Программный код разработан для
моделирования естественной конвекции и гидромагнитного динамо во вращающемся шаре или сфери-
ческом слое. Представлены результаты решения тестовых задач естественной конвекции и геодинамо с
вакуумными граничными условиями, демонстрирующие достаточно точное соответствие результатам
эталонных расчетов. Программное обеспечение разработано для ускорителей вычислений, поддержива-
ющих технологию CUDA, с использованием набора расширений к языку программирования Фортран.
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Введение
Последние 30 лет международными и отечественными исследовательскими группами интен-

сивно разрабатываются новые и усовершенствуются существующие магнитогидродинамические вы-
числительные коды (МГД-коды) для математического моделирования гидромагнитного динамо. Тести-
рование и верификация таких кодов проводится на ряде стандартных бенчмарк-задач естественной
конвекции и геодинамо [1–4]. На сегодняшний день можно выделить пятнадцать наиболее известных
и верифицированных МГД-кодов, таких как MagIC, UCSC code, Rayleigh, SPmodel, Calypso и т. д. [4].
Увеличение производительности и доступности вычислительной техники позволило с помощью вы-
шеупомянутых кодов получить ряд новых результатов вычислительных экспериментов по изучению
геодинамо и существенно продвинуться в понимании процессов, формирующих магнитное поле Зем-
ли [5–7]. Тем не менее остаются вопросы о реалистичности полученных результатов, т. к. значения
используемых параметров в моделях далеки от истинных. В подавляющем большинстве МГД-кодов,
используемых для моделирования геодинамо, реализованы спектральные и псевдоспектральные мето-
ды, что обусловлено лучшей скоростью сходимости и вычислительной эффективностью для сфериче-
ской геометрии. Несмотря на преимущества таких методов, для численной реализации более сложных
и реалистичных математических моделей геодинамо актуально использование универсальных и стан-
дартных для вычислительной гидродинамики конечно-объемных методов [8–9]. Особенностью задач
планетарного динамо и в частности геодинамо является необходимость использования так называемых
вакуумных граничных условий для уравнения магнитной индукции. При постановке задач с вакуумны-
ми граничными условиями магнитное поле считается всюду непрерывным, а в вакууме (диэлектрике) —
потенциальным и соленоидальным [10]. Для того чтобы получить однозначные решения уравнения ин-
дукции, необходимо на границе задать тангенциальные составляющие магнитного поля. Нормальная
составляющая определяется непосредственно из уравнения индукции. В работе [11] приведено опи-
сание алгоритма реализации вакуумных граничных условий. Таким образом, разработка МГД-кодов
нового поколения остается актуальной задачей для моделирования гидромагнитного динамо в астро-
физике и геодинамике с точки зрения реализации в них более реалистичных моделей и использования
гибридных вычислительных систем с GPU как наиболее перспективных для увеличения вычислитель-
ной производительности.

В данной работе представлены результаты тестирования ранее разработанного программного
комплекса CVMHD code (Control Volume MagnetoHydroDynamics) [11–12] на двух тестовых задачах,
одна из которых — задача естественной конвекции во вращающемся шаре, а вторая — задача геодина-
мо в сферическом слое с внутренним диэлектрическим твердым ядром. Комплекс предназначен для
численного решения задач неидеальной магнитной гидродинамики вязкой несжимаемой жидкости на
гибридных вычислительных системах с GPU. Программный код написан на языке Фортран с исполь-
зованием технологии CUDA. В CVMHD code реализованы следующие основные численные методы и
алгоритмы: метод контрольного объема для сферических координат на структурированных разнесен-
ных сетках, схема QUICK и метод отложенной коррекции для аппроксимации уравнения индукции
магнитного поля, алгоритм ограниченного переноса [13–14] для решения проблемы численного маг-
нитного заряда, алгоритм SIMPLER для расчета поля течения жидкости.

Тест 1. Задача естественной конвекции в равномерно вращающемся шаре [1]
В тесте 1 рассматривается вращающийся вокруг оси z с угловой скоростью Ω = Ω ez шар ради-

уса ro, заполненный вязкой несжимаемой теплопроводящей жидкостью. Граница шара изотермическая.
Сила тяжести g = g r

ro направлена к центру шара и линейно зависит от радиуса. Предполагается, что
влияние центробежной силы пренебрежимо мало. Задача решается в сферической системе координат
(r,θ,ϕ), равномерно вращающейся со скоростью Ω . Плотность тепловых источников в шаре постоянна.

Система уравнений естественной конвекции в приближении Буссинеска может быть записана
в безразмерной форме, соответствующей работе [1]:

0 ≤ r < 1, τ > 0 :

E
(︂
∂u
∂τ

+ (u∇)u −∇2u

)︂
+ ez × u + ∇P = Ra* rΘ, (1)
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div u = 0, (2)

∂Θ

∂τ
+ (u∇Θ) =

1
Pr

∇2Θ + S, (S = const). (3)

Здесь τ, r, u, P, Θ — безразмерные время, радиус-вектор точки, скорость жидкости, давление и темпе-
ратура соответственно. Безразмерные параметры задачи: E = ν

2Ωr2
o

— число Экмана, Pr = ν
k — число

Прандтля, Ra* = g αβ r3
o

2Ω k — модифицированное число Рэлея, где ν — кинематическая вязкость, ro —
радиус шара, k — коэффициент температуропроводности, g — ускорение свободного падения, α — ко-
эффициент теплового расширения, Ω — скорость вращения шара, β = s

3k (s — плотность тепловых
источников [1]).

Граничные условия (r = 1):
Θ = 0,ur = 0,

r ∂uθ∂r − uθ = 0, r ∂uϕ∂r − uϕ = 0 (условия отсутствия касательных напряжений).

Начальные условия (τ = 0):
u = 0,

Θ =
1
2
(1 − r2) +

10−5

8

√︂
35
π

r3(1 − r2)(cos 3ϕ+ sin 3ϕ) sin3 θ.

Значения параметров теста 1: E = 3 · 10−4, Pr = 1, Ra* = 95.
В тестовом расчете вычислялись интегральные величины: кинетическая энергия Ekin =

1
2

∫︀
V

u2dV и частота дрейфа fd установившегося квазистационарного решения, в котором энергия те-

чения постоянна, структура конвективных ячеек неизменна и как целое вращается (дрейфует) вокруг
оси z с постоянной угловой скоростью.

Таблица 1
Результаты расчета для тестовой задачи естественной конвекции в шаре (τ = 7)

Результаты Ekin fd
Эталонные значения теста 1 из [1] 29,1206 12,3862

MJ code 29,12068 12,38619
H code 29,12053 12,3862
S code 29,13501 12,38648

CVMHD code сетка: 82 × 122 × 122 шаг: ∆τ = 5 · 10−6 29,1088 (0,04 %) 12,2592 (1,03 %)

Полученные количественные результаты сравнивались с данными, представленными в работе
[1], в которой для решения тестовой задачи использовались шесть вычислительных кодов: MJ code, H
code, S code, TSH code, SB code, A code, разработанных в рамках спектрального или псевдоспектраль-
ного метода, а также предложены эталонные значения интегральных величин: Ekin, fd. Приведенные в
табл. 1 результаты сравнения (в круглых скобках указаны отклонения от эталонных значений) демон-
стрируют достаточно хорошее соответствие. Качественное сопоставление полученного решения (рис.
1–3) также показывает хорошую согласованность результатов [1] с данной работой. На рис. 1 представ-
лена зависимость от времени кинетической энергии, которая иллюстрирует процесс выхода решения
на установившийся квазистационарный режим. Рис. 2а, 2б, 3 представляют распределения радиальной,
азимутальной компонент скорости и температуры в экваториальном сечении в квазистационарном ре-
жиме. На рис. 3 продемонстрирована трехлучевая симметрия установившегося течения.

Тест 2. Задача геодинамо в сферическом слое с вакуумными граничными условиями [2]
В качестве теста рассматривается одна из задач (сase 1), решенных в работе [2]. В [2] представ-

лены результаты решения задач конвекции и геодинамо шестью различными МГД-кодами, разработан-
ными группами исследователей из Германии, Франции, Великобритании, США и Японии. В данных
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Рис. 1. График зависимости кинетической энергии Ekin от времени

а) б)

Рис. 2. Распределение компонент скорости в экваториальном сечении: а) радиальная компонента
скорости ur; б) азимутальная компонента скорости uϕ

вычислительных кодах использованы спектральные и псевдоспектральные методы. Результаты реше-
ния тестовых задач конвекции и геодинамо [2], полученные различными МГД-кодами, хорошо согла-
суются между собой, что позволяет говорить о высокой степени их достоверности. Далее приводится
постановка и математическая модель тестовой задачи (сase 1), при этом используются оригинальные
обозначения из [2].

Рассматривается вращающийся вокруг оси z с угловой скоростью Ω = Ω ez сферический слой,
заполненный вязкой несжимаемой электропроводящей жидкостью. Отношение внутреннего радиуса
сферического слоя ri к внешнему радиусу ro равно 0.35. Температуры на границах фиксированы, ∆T
– разность температур на внутренней и внешней границах слоя (∆T > 0). Используется приближение
Буссинеска. Сила тяжести направлена к центру слоя и линейно зависит от радиуса. В качестве харак-
терного размера выбирается толщина слоя H = ro − ri, что делает безразмерные радиусы равными
ro = 20/13 и ri = 7/13.

Система уравнений магнитной гидродинамики в равномерно вращающейся системе отсчета в
безразмерной форме имеет вид:

ri < r < ro, τ > 0 :
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Рис. 3. Распределение температуры Θ в экваториальном сечении

E
(︂
∂u
∂τ

+ (u∇)u −∇2u

)︂
+ 2ez × u + ∇P = Ra* r

ro
Θ +

1
Pm

rot B × B, (4)

∂B
∂τ

− rot (u × B) +
1

Pm
∇2 B = 0, (5)

∂Θ

∂τ
+ (u∇Θ) =

1
Pr

∇2Θ, (6)

div u = 0, div B = 0. (7)

Здесь τ, r, u, P, Θ, B — безразмерные время, радиус-вектор точки, скорость жидкости, давление,
температура и вектор индукции магнитного поля соответственно. Безразмерные параметры задачи:
E = ν

ΩH2 — число Экмана, Pr = ν
k — число Прандтля, Ra* = α g0 ∆T H

νΩ — модифицированное число Рэлея,
Pm = ν

η — магнитное число Прандтля, где ν — кинематическая вязкость, H — толщина сферического
слоя, k — коэффициент температуропроводности, g0 — ускорение свободного падения на внешнем
радиусе, α — коэффициент теплового расширения, Ω — скорость вращения сферического слоя, ∆T —
разность температур на внутренней и внешней границах слоя.

Граничные условия для поля температур Θ и поля скоростей u:

r = ri : Θ = 1, u = 0;

r = ro : Θ = 0, u = 0.

В областях, заполненных изолятором (0 ≤ r < ri, r > ro), u = 0, div B = 0, rot B = 0 и, следова-
тельно, B = gradψ. Потенциалы в диэлектрических областях являются решениями задач Неймана на
уравнение Лапласа:

0 ≤ r < ri : ∆ψ(i) = 0,
∂ψ(i)

∂r

⃒⃒⃒⃒
r=ri

= Br ,

r > ro : ∆ψ(o) = 0,
∂ψ(o)

∂r

⃒⃒⃒⃒
r=ro

= Br ,

где ψ(o) — регулярна на бесконечности.
Тогда тангенциальные составляющие магнитного поля на границах сферического слоя опреде-

ляются по формулам (вакуумные граничные условия):

r = ri : Bθ =
(︂

1
r
∂ψ(i)

∂θ

)︂
r=ri

,Bϕ =
(︂

1
r sin θ

∂ψ(i)

∂ϕ

)︂
r=ri

;
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r = ro : Bθ =
(︂

1
r
∂ψ(o)

∂θ

)︂
r=ro

,Bϕ =
(︂

1
r sin θ

∂ψ(o)

∂ϕ

)︂
r=ro

.

Начальные условия (τ = 0):

u = 0,Θ =
rori
r

− ri +
21√

17920π
(1 − 3x2 + 3x4 − x6) sin4 θ cos 4ϕ, (x = 2r − ri − ro)

Br =
5
8

(︂
8ro − 6r − 2

r4
i
r3

)︂
cos θ,

Bθ = −5
8

(︂
8ro − 9r +

r4
i
r3

)︂
sin θ,

Bϕ = 5 sin(π(r − ri)) sin 2θ.

Значения параметров тестовой задачи: E = 10−3, Pr = 1, Pm = 5, Ra* = 100.
Количественное сравнение с результатами, представленными в работах [2, 3], проводилось

по значениям температуры Θ, компоненты скорости uϕ и компоненты вектора магнитной индукции
Bθ в точке с координатами (r*, θ*,ϕ*):r* = (ro + ri)/2; θ* = π/2, где координата ϕ* определяется
условиями: ur = 0 и ∂ur

∂ϕ > 0. Также вычислялись средние плотности кинетической энергии жидко-

сти Ekin = 1
2VG

∫︀
G

u2 dV (G – сферический слой, VG –объем сферического слоя), магнитной энергии

Emag = 1
2VGE Pm

∫︀
G

B2dV и скорость дрейфа ω установившегося квазистационарного решения. В табл. 2

представлены значения Ekin, Emag,Θ, uϕ, Bθ, ω, полученные в данной работе (CVMHD code) на двух
расчетных сетках, и соответствующие значения, предложенные в [2, 3], как эталонные для рассматри-
ваемой задачи. В круглых скобках указаны отклонения от эталонных значений теста 2. Кроме того, в
табл. 2 приведены результаты теста 2, полученные авторами работы [3], с использованием следующих
МГД-кодов: MagIC, GeoFEM, Calypso.

Таблица 2
Результаты расчета для тестовой задачи геодинамо

Результаты Ekin Emag Θ uϕ Bθ ω

Эталонные значения
теста [2, 3]

30,773 626,41 0,37338 -7,6250 -4,9289 -3,1017

MagIC [3] 30,7743 626,409 0,373416 0,373416 -4,92877 -3,10157
GeoFEM [3] 31,404 632,98 0,37514 -7,58122 -4,99065 -3,12018
Calypso [3] 30,8475 628,31 0,373289 -7,61863 -4,94572 -3,1098

CVMHD code
сетка: 52 × 102 × 102

30,597
(0,57 %)

632,65
(1,00 %)

0,36892
(1,19 %)

-7,5445
(1,06 %)

-4,8727
(1,14 %)

-3,1337
(1,03 %)

CVMHD code
сетка: 52 × 142 × 142

30,474
(0,97 %)

628,16
(0,28 %)

0,37015
(0,87 %)

-7,5602
(0,85 %)

-4,8752
(1,10 %)

-3,0635
(1,23 %)

На рис. 4 представлены зависимости от времени средней плотности кинетической и магнитной
энергий, демонстрирующие процесс выхода решения на установившийся квазистационарный режим.
На рис. 5–6 приведены распределения изолинии радиальных компонент вектора магнитной индукции и
скорости соответственно. Качественное и количественное сравнение полученных в тесте 2 результатов
дает хорошее соответствие с работами [2, 3].

Заключение
Представленные в данной статье результаты тестов показывают достаточно хорошее соответ-

ствие эталонным решениям и тем самым демонстрируют возможность использования разработанного
комплекса программ для математического моделирования трехмерных магнитогидродинамических те-
чений и в частности задач планетарного динамо.
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Рис. 4. Графики зависимостей средней плотности кинетической Ekin (красная кривая) и магнитной
Emag энергий (зеленая кривая) от времени

Рис. 5. Изолинии и распределение радиальной
компоненты вектора магнитной индукции Br на

внешней границе сферического слоя

Рис. 6. Изолинии и распределение радиальной
компоненты скорости ur на сфере радиуса

(ro + ri)/2
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