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Аннотация: представлены результаты тестирования разработанного пакета программ для чис-
ленного моделирования задач магнитной гидродинамики. Программный комплекс создан с использова-
нием технологии CUDA Fortran и ориентирован на вычислительные системы с графическими процес-
сорами. Получено точное трехмерное решение системы уравнений магнитной гидродинамики, которое
использовалось для тестирования реализованных вычислительных алгоритмов. Результаты тестовых
расчетов демонстрируют корректность получаемых численных решений.
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Abstract: the results of testing the magnetohydrodynamic simulation software package developed
by the authors are presented. The software package was developed with CUDA Fortran and is intended
for GPU computing systems. An exact 3D solution of the system of magnetohydrodynamic equations was
obtained and applied to testing the computational algorithms. The test results demonstrate that the numerical
solutions are valid.
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Постановка задачи и математическая модель
Система уравнений МГД вязкой несжимаемой жидкости в изотермическом случае в прямо-

угольных координатах {x1,x2,x3} ∈ U имеет вид [1, 2]:

∂u
∂t

+ (u∇)u = −1
ρ
∇p + ν∆u +

1
4πρ

(rot B × B), (1)

div u = 0, (2)

∂B
∂t

= rot (u × B) + νm∆B , (3)

div B = 0, (4)
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где t — время; u — скорость жидкости; p — давление; B — индукция магнитного поля; ρ — плотность;
ν — кинематическая вязкость; νm — магнитная вязкость.

Пусть область U — это шар радиуса R. На границе области течения ∂U выполняется условие
непротекания:

(u,n)| = 0, (5)

где n — вектор внешней нормали к поверхности ∂U . Аналогичное условие выполняется для вектора
напряженности магнитного поля:

(B,n)| = 0. (6)

Граничные условия в касательных направлениях к поверхности сферы получаются сужением
ниже представленых точных решений на границу области U . Начальные условия имеют вид:

u|t=0 =

⎛⎝ x2 − 3x2x3 − x3 + x2 sin x3 − 2x3 cos x2 + 4x2 sin
√

2x3 − x3 sin
√

2x2

−x1 + 3x1x3 + x3 − x1 sin x3 + 3x3 sin x1 + x3 cos
√

2x1 − 4x1 sin
√

2x3

x1 − x2 + 2x1 cos x2 − 3x2 sin x1 + x1 sin
√

2x2 − x2 cos
√

2x1

⎞⎠ (7)

B|t=0 = 2
√
π U|t=0 . (8)

Точное решение задачи (1)–(4), удовлетворяющее заданным начальным условиям и условиям
(5), (6), при ν = νm = 1 и ρ = 1 имеет вид:

u =

⎛⎝ x2 − 3x2x3 − x3

−x1 + 3x1x3 + x3

x1 − x2

⎞⎠ + e−νt

⎛⎝ x2 sin x3 − 2x3 cos x2

−x1 sin x3 + 3x3 sin x1

2x1 cos x2 − 3x2 sin x1

⎞⎠ +

+ e−2νt

⎛⎝ 4x2 sin
√

2x3 − x3 sin
√

2x2

x3 cos
√

2x1 − 4x1 sin
√

2x3

x1 sin
√

2x2 − x2 cos
√

2x1

⎞⎠ , p = −u2

2
, (9)

B = 2
√
πu. (10)

Отметим, что для данного точного решения условия (5), (6) выполняются на сфере произвольного
радиуса. Таким образом, течение жидкости в шаре стратифицируется на слои — сферы фиксированного
радиуса.

Численное решение
Дискретные аналоги уравнений (1–4) получены методом контрольного объема [3–5] с исполь-

зованием неявной схемы и схемы со степенным законом для аппроксимации конвективных и диффу-
зионных потоков на гранях контрольных объемов. При получении дискретных аналогов уравнения
Навье–Стокса и уравнения индукции использовались разнесенные расчетные сетки, т.е. компоненты
скорости и индукции магнитного поля рассчитывались на гранях основных контрольных объемов.
Если магнитное поле известно, то поля скорости и давления могут быть найдены по стандартным
алгоритмам вычислительной гидродинамики (в данной работе используется алгоритм PISO (Pressure-
Implicit with Splitting of Operators) [6, 7]). Далее рассматривается метод нахождения индукции маг-
нитного поля при заданном поле скорости. Используя известное соотношение векторного анализа
rot (u × B) = u div B + (B∇)u − (u∇)B − B div u для преобразования правой части уравнения (3),
уравнения для компонент индукции магнитного поля можно записать в виде:

∂Bα
∂t

+ div (u Bα − νm gradBα) = div(B uα), α = 1, 2, 3. (11)

При построении дискретного аналога уравнение (11) интегрируется по контрольному объему
D с центром в точке P и по времени с использованием полностью неявной схемы. Граница контроль-
ного объема ∂D+ ориентирована по внешней нормали n и состоит из шести гладких поверхностей



Успехи кибернетики / Russian Journal of Cybernetics. 2020;1(4):29–37 31

Sb (b = 1, . . . , 6), ортогональных координатным осям. Индексы n и n + 1 обозначают сеточные зна-
чения функций в последовательные моменты времени tn и tn+1, (∆t = tn+1 − tn) — шаг по времени.
Дискретный аналог уравнения индукции (11) записывается в виде:

1
∆t

(︁
Bn+1
α − Bn

α

)︁
= H(Bn+1

α ) + Qα, α = 1, 2, 3, (12)

где: H(Bn+1
α ) = 1

∆V

6∑︀
b=1

ab(Bn+1
α (Pb) − Bn+1

α (P)) – конечно-разностный оператор, аппроксимирующий

конвективные и диффузионные потоки на гранях контрольного объема, Pb – соседние с P точки; коэф-
фициенты ab рассчитываются по схеме со степенным законом [3] (b = 1, ..., 6); Qα – линеаризованные
источниковые члены; ∆V – объем D.

Дискретный аналог уравнения неразрывности получается путем интегрирования (4) по кон-

трольному объему D:
∫︀
D

div B dV =
∫︀
∂D

B · n dS ≈
6∑︀

b=1
Bn+1

b ∆Sb = ∆α Bn+1
α , где Bb = B · n|Sb

,

∆α Bn+1
α = 0, (13)

где ∆α — разностный аналог частной производной ∂/∂xα.
Для обеспечения соленоидальности магнитного поля используется метод искусственного ска-

лярного потенциала [8, 9]. На первом шаге алгоритма (предиктор) находится первое приближение
магнитного поля B* из уравнения (12):

1
∆t

(B*
α − Bn

α) = H(B*
α) + Qα, α = 1, 2, 3. (14)

На втором шаге производится корректировка поля B* так, чтобы новое поле B** было соленоидальным:

∆α B**
α = 0. (15)

Поле B** ищется в виде B** = B*+δB, причем поправочное поле δB полагается потенциальным:
δB = −gradφ. Уравнение на потенциал φ получается из условия соленоидальности B**:

∆2
α φ = ∆α B*

α, (16)

где ∆2
α – разностный аналог оператора Лапласа.

Предполагается, что на границе расчетной области G задана нормальная составляющая вектора
магнитной индукции Bn, интегрально удовлетворяющая условию соленоидальности

∫︀
∂G

BndS = 0, и

B**
n |∂G = B*

n|∂G = Bn, тогда:

δBn|∂G =
∂φ

∂n
|∂G = 0, (17)

т.е. потенциал φ определяется как решение краевой задачи на уравнение Пуассона (16) с однородными
граничными условиями второго рода (17). Шаги алгоритма повторяются до тех пор, пока не будет
достигнута сходимость в уравнениях (6, 7) на данном временном слое. В частности, максимальное по
модулю сеточное значение дивергенции B должно быть меньше некоторого наперед заданного ε, т.е.:

max
∀P∈G

|div B(P)| < ε, где div B(P) ≈ 1
VD

∫︁
∂D

B · n dS ≈ 1
VD

6∑︁
b=1

Bb∆Sb.

При достижении сходимости: Bn+1
α = B**

α .

Результаты тестов
При разработке программного обеспечения для моделирования МГД-течений использована тех-

нология CUDA [10] с набором расширений к языку программирования Фортран (CUDA Fortran) [11],
что позволяет использовать для расчетов вычислительные системы с графическими процессорами.
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Тестовые расчеты проводились в кубе G со стороной, равной единице, до момента времени
T = 10, на равномерных сетках (n1 × n2 × n3), где nα – количество контрольных объемов вдоль со-
ответствующей координатной линии. На каждом шаге по времени условие соленоидальности для u и
B выполнялось с точностью ε = 10−8. Шаг по времени выбирался так, чтобы погрешность аппрок-
симации по времени была существенно меньше погрешности аппроксимации по пространственным
переменным (во всех представленных расчетах ∆ t = 10−5). Точность численного решения оценива-
лась по максимальной абсолютной погрешности ∆F = max

G⊗(0,T ]
|F − Fan|.

На рис. 1–5 представлены некоторые результаты расчетов на сетке 40×40×40 в сравнении с
аналитическим решением. Результаты тестов на численную сходимость на последовательности вло-
женных расчетных сеток, приведенные в таблице, демонстрируют промежуточный результат между
первым и вторым порядком аппроксимации по пространственным переменным. Таким образом, в рабо-
те продемонстрирована корректность получаемых численных решений и возможность использования
разработанного программного обеспечения для решения трехмерных задач магнитной гидродинамики
вязкой несжимаемой жидкости.

Таблица
Максимальные абсолютные погрешности

n1×n2×n3 ∆ux ∆uy ∆uz ∆Bx ∆By ∆Bz

20×20×20 3,99·10−4 4,12·10−4 3,08·10−4 2,83·10−3 4,16·10−3 2,76·10−3

40×40×40 1,56·10−4 1,58·10−4 7,41·10−5 8,61·10−4 1,46·10−3 8,84·10−4

80×80×80 5,49·10−5 5,81·10−5 1,92·10−5 3,41·10−4 4,96·10−4 2,35·10−4

а) б)

Рис. 1. Силовые линии индукции магнитного поля (а — численное решение, б — аналитическое
решение)
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а) б)

в) г)

д) е)

Рис. 2. Изоповерхности компонент индукции магнитного поля (а, в, д — численное решение; б, г, е —
аналитическое решение)
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а) б)

в) г)

д) е)

Рис. 3. Изоповерхности компонент поля скоростей (а, в, д — численное решение; б, г, е —
аналитическое решение)
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а) б)

в)

Рис. 4. Распределение абсолютной ошибки для компонент индукции магнитного поля (а — ∆Bx, б —
∆By, в — ∆Bz)
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а) б)

в)

Рис. 5. Распределение абсолютной ошибки для компонент поля скоростей (а — ∆Ux, б — ∆Uy, в —
∆Uz)
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