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Аннотация: показано, что уравнение Гамильтона–Якоби можно построить в координатном
и импульсном представлении с помощью дифференциальных 1-форм, удовлетворяющих лемме Пу-
анкаре. Показано, что одно из уравнений Гамильтона строится с помощью уравнения Гамильтона–
Якоби в координатном представлении, а другое уравнение Гамильтона строится с помощью уравнения
Гамильтона–Якоби в импульсном представлении.
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Abstract: we showed that the Hamilton–Jacobi equation can be formulated in both coordinate and
momentum representations using differential one-forms that satisfy Poincaré’s lemma. We also showed
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Уравнениям Гамильтона–Якоби и Гамильтона посвящена обширная литература [1, 2], которую
тем не менее можно дополнить изучением вопроса о координатном и импульсном представлении этих
уравнений.

Классическое действие для динамической системы с одной степенью свободы запишем в виде
определенного интеграла с переменным верхним пределом:
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где q̇ = dq
dt .

Пусть
q̇ = q̇ + v − v = v + δv. (3)
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Тогда
L(t,q,q̇) = L(t,q,v + δv). (4)

Приращение
∆L = L(t,q,v + δv) − L(t,q,v) (5)

найдем с помощью первой вариации по Лагранжу (дифференциал Гато [3]):

∆L = lim
α→0

d
dα
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δv. (6)
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Если ⎧⎪⎨⎪⎩
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= −H(t,q,p)
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(8)

где p — обобщенный импульс, а H(t,q,p) — функция Гамильтона, то

ω(t,q) = −H(t,q,p)dt + pdq =
∂S(t,q)

∂t
dt +

∂S(t,q)
∂q

dq. (9)

Видно, что дифференциальная 1-форма ω(t,q) удовлетворяет лемме Пуанкаре.
Так как ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
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(10)

то получим уравнение Гамильтона–Якоби в координатном представлении:
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то с помощью (10) получим одно из уравнений Гамильтона:

∂p
∂t

= −∂H(t,q,p)
∂q

. (13)

Таким образом, построено одно из двух уравнений Гамильтона.
Так как

d(pq) = qdp + pdq, (14)

то

ω(t,p) = −H(t,q,p)dt − qdp =
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∂t
dt +
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∂p

dp. (15)

Видно, что дифференциальная 1-форма ω(t,p) удовлетворяет лемме Пуанкаре.
Так как ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
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(16)

то получим уравнение Гамильтона–Якоби в импульсном представлении:
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Так как
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то с помощью (16) получим другое уравнение Гамильтона:

∂q
∂t

=
∂H(t,q,p)

∂p
. (19)

Видно, что уравнения Гамильтона (13) и (19) построены в координатном и импульсном пред-
ставлении соответственно.
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