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Аннотация: в работе проводится сравнительный анализ эффективности численных методов
(Розенброка 4-го порядка, Radau, BDF, LSODA библиотеки SciPy) и нейросетевого подхода Physics-
Informed Neural Networks (PINN) для решения математической модели высокочастотной геоакустиче-
ской эмиссии с одним дислокационным источником на языке программирования Python. Параллельная
реализация метода Розенброка на 8 процессорах позволила значительно повысить его производитель-
ность. Сравнение проводилось по критериям точности, вычислительной стоимости и устойчивости.
Показано, что подход PINN, архитектура которого специально разработана для решения задач матема-
тической физики, обеспечивает сопоставимую точность с методом Розенброка, реализованным вруч-
ную, обладая при этом рядом преимуществ, таких как простота параметризации задачи и глобальная
аппроксимация решения, обеспечивающая его гладкость и отсутствие численной дисперсии, характер-
ной для сеточных методов.
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performance. We compared the methods in terms of accuracy, computational cost, and stability. The results
show that the PINN approach, with an architecture specifically designed for mathematical physics problems,
achieves accuracy comparable to the manually implemented Rosenbrock method. In addition, PINNs offer
advantages such as simplified problem parameterization and a global approximation of the solution, ensuring
smoothness and avoiding the numerical dispersion typical of grid-based methods.
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Введение
Современная геофизика и сейсмология сталкиваются с фундаментальной проблемой интерпре-

тации сложных волновых полей, генерируемых разнородными источниками в неоднородных геологи-
ческих средах [1, 2]. Важным объектом таких исследований является геоакустическая эмиссия (ГАЭ) —
высокочастотные акустические сигналы, возникающие в геологических средах в результате быстрых
динамических процессов, таких как движение дислокаций, микротрещинообразование и релаксация
напряжений [3]. Среди множества математических моделей, описывающих динамику упругих систем,
осциллятор Берлаге занимает особое положение как одна из наиболее физически адекватных моделей,
способная воспроизводить сложные спектральные характеристики и временные структуры реальных
сейсмоакустических сигналов [4–6]. Следует отметить, что Институт космофизических исследований
и распространения радиоволн ДВО РАН (ИКИР ДВО РАН) проводит систематическую регистрацию и
исследование геоакустической эмиссии с 1999 года [7], что обеспечивает обширную эксперименталь-
ную базу для верификации математических моделей.

Актуальность разработки и совершенствования математической модели осциллятора Берлаге
с одним источником обусловлена несколькими критически важными факторами. Во–первых, такая
модель служит теоретической основой для интерпретации данных мониторинга сейсмической актив-
ности, где корректное описание динамики одиночного источника является необходимым условием для
последующего анализа сложных многокомпонентных систем. Во–вторых, модель Берлаге демонстри-
рует исключительную эффективность при моделировании переходных процессов и нелинейных эф-
фектов, характерных для реальных геофизических систем, включая явления гистерезиса и релаксации
напряжений.

Прикладной аспект исследований в данной области охватывает чрезвычайно широкий спектр
задач — от прогнозирования землетрясений и мониторинга инженерных сооружений до решения фунда-
ментальных проблем физики очага сейсмических событий. Математическая модель осциллятора Берла-
ге позволяет устанавливать количественные связи между параметрами источника и характеристиками
регистрируемых волновых полей, что является основой для разработки новых методов дистанционной
диагностики состояния геологических сред.

В настоящее время традиционные подходы к решению уравнений модели Берлаге основаны
на применении классических численных методов, включая методы Рунге–Кутты, схемы Розенброка и
другие алгоритмы решения систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Однако эти методы
сталкиваются с существенными ограничениями при решении обратных задач, многопараметрической
оптимизации и работе с зашумленными данными. Кроме того, классические численные схемы часто
требуют значительных вычислительных ресурсов и времени выполнения, что ограничивает их практи-
ческое применение в задачах оперативного мониторинга.

Перспективной альтернативой традиционным подходам представляется использование нейро-
сетевых методов, в частности, метода Physics-Informed Neural Networks (PINN). Этот подход позволяет
интегрировать физические законы, описываемые уравнениями модели Берлаге, непосредственно в ар-
хитектуру нейронной сети, обеспечивая тем самым соблюдение фундаментальных физических прин-
ципов в процессе обучения. Важнейшим преимуществом PINN является возможность одновременного
решения прямых и обратных задач, а также естественная работа с неполными и зашумленными дан-
ными, что особенно актуально для практических геофизических приложений.

В данной работе проводится комплексное исследование, направленное на сравнительный ана-
лиз эффективности классических численных методов и нейросетевого подхода PINN применительно
к математической модели осциллятора Берлаге с одним источником. Исследование включает в себя:
разработку вычислительной схемы на основе метода Розенброка 4 порядка точности и численных ал-
горитмов для одного источника; создание специализированной архитектуры PINN для модели Берлаге;
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сравнительную оценку точности и вычислительной эффективности методов и нейронной сети; анализ
устойчивости решений к вариациям параметров модели.

Математическая модель ГАЭ
В настоящей работе для описания одиночного импульса ГАЭ мы воспользуемся следующей

математической моделью:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
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где A > 0 — амплитуда импульса, от. ед.; n = ln 20
1

pmax
−ln 1

pmax
−1

— параметр, отвечающий за форму огиба-

ющей сигнала; pmax ∈ [0.01, 0.4] — положение максимума; ∆ — крутизна огибающей сигнала, [1.1, 5];
t ∈ [t0, tend] — время, c; t0 > 0 — начальный момент времени, с; tend — длительность импульса, c;
f ∈ [200, 20000] — частота заполнения, Гц; ϕ0 — начальная фаза; a = n · pmax · ∆; b = pmax · tend;
c = 2 · πf .

Можно показать, что решением модели (1) является функция Берлаге [8]:

g(t) = A · ta · exp
(︁
−a

b
t
)︁
· sin(ct + ϕ0). (2)

Математическую модель (1), решением которой является функция Берлаге (2), будем называть
осциллятором Берлаге.

Осциллятор Берлаге (1) описывает один дислокационный источник (трещину), излучающий
один импульс высокочастотной ГАЭ. Практическая применимость данной модели была подтверждена в
работе [8], где она была использована для описания реальных экспериментальных данных с помощью
двухэтапной оптимизации, сочетающей дифференциальную эволюцию и метод Нелдера–Мида, что
позволило с высокой точностью уточнить параметры импульса.

Ранее в работах [9–11] было дано описание взаимодействия двух дислокационных источников
с помощью двух линейно связанных осцилляторов Берлаге. Учет более двух дислокационных источни-
ков приводит нас к цепочке связанных осцилляторов Берлаге, что равносильно рассмотрению волно-
вого процесса распространения ГАЭ. Для модели двусвязанных линейных осцилляторов Берлаге был
проведен и реализован количественный и качественный анализ в комплексе QAMODEL [12]. Было про-
ведено исследование модели на жесткость, в ходе которого было подтверждено, что при определенных
параметрах модель является жесткой.

Для решения модели двусвязанных осцилляторов в работе [13] рассматривалась эффективность
численных методов (метода Розенброка 4 порядка, LSODA, BDF, Radau), наиболее устойчивых к жест-
ким системам. В данной работе мы рассмотрим в комплексе применение численных методов и нейрон-
ной сети PINN для решения модели и оценим эффективность применения сети.

Выбор сети PINN обусловлен ее принципиальной способностью учитывать физические законы,
описываемые уравнением осциллятора Берлаге, непосредственно в процессе обучения. Это обеспечи-
вает получение глобального физически осмысленного решения, а не просто аппроксимацию данных.

Методика исследования
Для комплексного сравнения использовались алгоритмы из библиотеки SciPy: метод LSODA

с адаптивным переключением между нежесткими и жесткими схемами, метод обратных дифференци-
альных формул BDF [14–16], предназначенный для решения жестких систем, и метод Radau неявного
типа высокой точности [17, 18]. Также был реализован параллельный метод Розенброка 4 порядка точ-
ности по схеме [19]. Каждый из методов настраивался с относительной и абсолютной погрешностью
rtol = atol = 10−7.

Архитектура PINN представляет собой многослойный перцептрон с улучшенной структурой,
включающей остаточные соединения (residual connections) и нормализацию (рисунок 1). Сеть состоит
из входного слоя, четырех скрытых слоев размерностью 256, 512, 256 и 128 нейронов соответственно
и выходного слоя с двумя нейронами для предсказания функции и ее производной модели (1).
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Ключевой особенностью архитектуры является использование остаточных блоков (residual
blocks), которые позволяют избежать проблемы исчезающих градиентов при обучении глубоких сетей.
Каждый блок включает линейные преобразования, нормализацию слоя (layer normalization) и SiLU —
функцию активации. Инициализация весов выполняется методом Xavier, что обеспечивает стабиль-
ность процесса обучения.

Рис. 1. Архитектура Physics-Informed Neural Network (PINN) для решения модели (1)

Данные предварительно нормализовались с помощью StandardScaler, что ускоряет сходимость
и улучшает обобщающую способность модели. Контроль переобучения осуществлялся путем монито-
ринга сходимости обеих компонент функции потерь — по начальным условиям и невязке дифференци-
ального уравнения, а также за счет применения L2-регуляризации весов сети.

Результаты исследования
Эффективность численных методов и сети PINN оценивалась по трем основным критериям:

точность решения, вычислительная эффективность и устойчивость. Точность измерялась как для са-
мой функции, так и для ее производной относительно вычисления аналитической функции (2). Вы-
числительная эффективность оценивалась по времени выполнения алгоритмов, а устойчивость — по
способности методов сохранять точность при варьировании параметров модели.

Параметры модели (1) для примеров 1–2 (таблица 1) были взяты согласно работе [20]. Обучение
нейросети проводилось с использованием оптимизатора AdamW с адаптивной скоростью обучения,
выбранной при инициализации сети lr = 0.001 (таблица 1) и L2-регуляризацией.

Для оценки адекватности модели были вычислены следующие параметры (таблицы 2–3): сред-
неквадратичная ошибка MSE g(t) и MSE dg/dt, относительная ошибка εg(t), %.
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Таблица 1
Параметры математической модели и настройки PINN для примеров 1 и 2

Параметр Пример 1 Пример 2
A 0.6686 0.6686
a 0.7695 2.43
b 0.0014 0.0014
c 6283.1853 12432.6
ϕ0 3.6 3.6277
t [10−3; 8 · 10−3] [10−3; 8 · 10−3]
Nepoch 400 600
lr 0.001 0.001
Точки коллокации 1000 1000

Рис. 2. Сравнение эффективности численных методов и нейросетевого подхода PINN для решения
модели (1). Пример 1

Также были проанализированы спектральные характеристики решений, фазовые портреты и
способность методов сохранять физическую осмысленность решения в течение всего временного ин-
тервала (рисунки 2–3).

Проведенное исследование демонстрирует устойчивую эффективность подхода PINN при раз-
личных параметрах математической модели. Для первого набора параметров PINN достигла уровня
потерь порядка 10−5, а для второго — 10−9, что свидетельствует о высокой чувствительности метода
к выбору параметров модели и возможностях оптимизации процесса обучения.

Таблица 2
Сравнение методов решения модели (1). Пример 1

Метод Время, с MSE g(t) MSE dg/dt Отн. εg(t), %
LSODA 0.0176 4.36 × 10−15 1.77 × 10−07 0.0058
BDF 0.0746 3.53 × 10−15 1.48 × 10−07 0.0056
Radau 0.1274 1.84 × 10−20 2.95 × 10−13 0.0001
Rosenbrock 0.1356 9.70 × 10−16 3.87 × 10−08 0.0029

Нейросеть (PINN)
обучение: 43.69

предсказание: 0.001
2.48 × 10−09 1.13 × 10−01 11.5317
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Таблица 3
Сравнение методов решения модели (1). Пример 2

Метод Время, с MSE g(t) MSE dg/dt Отн. εg(t), %
LSODA 0.0119 2.79 × 10−22 4.39 × 10−14 0.4586
BDF 0.0476 2.92 × 10−22 4.59 × 10−14 0.4516
Radau 0.0537 8.05 × 10−26 1.04 × 10−17 0.0229
Rosenbrock 0.0620 9.14 × 10−26 1.44 × 10−17 0.0106

Нейросеть (PINN)
обучение: 46.64

предсказание: 0.001
1.28 × 10−21 2.97 × 10−13 2.5346

Спектральный анализ подтвердил точное воспроизведение частотных характеристик: в первом
случае пиковая частота составила 999 Гц с амплитудой 0.001, во втором — 1998 Гц с амплитудой 0.0008,
что полностью соответствует аналитическим решениям и демонстрирует способность PINN корректно
работать в различных частотных диапазонах. Фазовые траектории, полученные с помощью PINN для
обоих случаев, качественно совпадают с результатами классических численных методов (LSODA, BDF,
Radau, метод Розенброка 4 порядка точности), сохраняя структуру фазового портрета с максимальным
отклонением не более 2.5%.

Кривые обучения показывают различную динамику сходимости: в первом примере наблюдает-
ся плавное уменьшение потерь, во втором — более быстрое достижение низких значений ошибки, что
объясняется различиями в параметрах модели и сложности аппроксимируемой функции. Оба случая
демонстрируют отсутствие переобучения и устойчивую сходимость алгоритма (рисунки 2–3).

Эксперименты проводились на вычислительном узле с процессором Intel Core i7–6850K (12
ядер, 3.60 GHz), 16 ГБ ОЗУ под управлением Devuan GNU/Linux 5. Использовался Python 3.12.7,
вычисления выполнялись на CPU.

Рис. 3. Сравнение эффективности численных методов и нейросетевого подхода PINN для модели (1).
Пример 2

Заключение
Результаты сравнительного исследования демонстрируют, что нейросетевой подход PINN обес-

печивает точность, сопоставимую с численными методами, при корректном воспроизведении как вре-
менной динамики сигнала, так и его спектральных характеристик. Кривая обучения PINN показывает
устойчивую сходимость, а фазовая траектория полностью соответствует аналитическому решению, что
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подтверждает физическую осмысленность нейросетевой модели. Несмотря на значительные вычисли-
тельные затраты на этапе обучения, PINN представляет собой перспективную альтернативу традицион-
ным методам для решения дифференциальных уравнений. Ключевым преимуществом подхода являет-
ся высокая скорость предсказания обученной модели, составляющая 0.001 секунды. После завершения
процесса обучения сеть способна практически мгновенно вычислять решения для произвольных точек
области, что особенно ценно в задачах, требующих многократных обращений к модели при варьируе-
мых параметрах или начальных условиях.
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