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Аннотация: исследуется спонтанное испарение капель жидкости с горизонтальных подложек в
неизотермическом приближении. Получены аналитические выражения для температуры и концентра-
ции пара как функции безразмерных параметров, выраженные через термодинамические параметры
подложки, жидкости и пара. Учет температурных поправок позволяет рассчитать силу Марангони,
определяющую термокапиллярные течения в капле. Определены значения параметров, при которых
немонотонный профиль температур порождает силы Марангони, которые меняют знак, и возникают
линии стагнации. Установлены максимальные значения краевых углов, при которых имеются точки
стагнации в капле при различных соотношениях теплопроводностей. Определены критические зна-
чения коэффициентов теплопроводностей жидкости и подложки, при которых возбуждаются разно-
направленные течения. Проведены сравнения температурных полей с экспериментальными данными.
Проведен анализ динамики изменения краевого угла и испарения массы капли.
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Abstract: we studied the free evaporation of a non-isothermal sessile liquid drop on a horizontal
solid substrate. We derived exact expressions for the temperature and vapor-concentration fields as functions
of the dimensionless thermodynamic parameters of the drop, the vapor, and the substrate. The non-uniform
temperature distribution along the drop surface generates thermocapillary (Marangoni) stresses whose direc-
tion changes in the vicinity of stagnation points. We determined the directions of these stresses and the
locations of the stagnation points as functions of the contact angle and the thermodynamic parameters of
the model. We established the conditions under which stagnation points appear and derived the maximum
contact angle at which they can exist. We compared the calculated temperature field with experimental
measurements. We also computed the time evolution of the contact angle and the evaporative mass loss of
the drop.
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Введение
Анализ испарения капли, находящейся на твердой подложке, представляет интерес для ряда

прикладных задач, в которых требуется распределить твердые частицы, растворенные в капле, в задан-
ной геометрии (производство новых электронных и оптических материалов, биохимическое тестиро-
вание, DNA/RNA исследования).
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Одновременный учет температурных и скоростных полей, сложность математического описа-
ния из-за возникающих сингулярностей в плотности потока на краях капли, проблемы численного сче-
та заставляют авторов упрощать модели, учитывая те или иные факторы как определяющие процесс
испарения [1–19]. Концентрация насыщенных паров на поверхности капли непостоянна, что приводит
к температурной неоднородности вдоль поверхности. Эта неоднородность определяет силы Маранго-
ни, влияющие на скоростные потоки в капле, которые, как было показано в [4–8], при наличии рас-
творенного в капле вещества могут выносить его на периферию и в другие части высыхающей капли
(наличие стагнационных точек, определяемых силами Марангони). В работах [5–8] эксперименталь-
но подтвержден этот вывод и дан количественный критерий направленности конвективных потоков. В
ряде работ используется метод конечных элементов для исследования поведения испаряющейся капли.

В данном исследовании получены аналитические выражения для локальных температурных
полей и полей концентрации, вычислены интегральные характеристики теплового и массового потока,
а также локальные тепловые и массовые потоки с поверхности капли.

Постановка задачи
Рассмотрим каплю, находящуюся на плоской твердой поверхности. Во время испарения капли

краевой угол уменьшается, при этом значительное время область прилипания капли остается неиз-
менной. Начальные параметры капли следующие: R — радиус контактной линии капли, краевой угол
смачивания θc меньше 90∘, h0 — высота капли. Для капель небольшого размера из-за малости числа
Бонда B0 = ρgRh0/σ∼ 0.03–0.4 каплю можно считать сферическим сегментом, ρ — плотность жидко-
сти, σ — коэффициент поверхностного натяжения жидкости, g — ускорение свободного падения.

Последнюю фазу жизни капли перед ее быстрым исчезновением мы исключим из нашего рас-
смотрения.

Рис. 1. Сферическая капля на твердой подложке

В силу медленного изменения параметров капли по сравнению с характерным временем распро-
странения тепла в пределах размеров капли (t ≫ R2k−1

L,S = tL,S — время диффузионного выравнивания
поля концентрации и температуры на размере капли радиуса R) можно пренебречь временным слага-
емым в уравнении теплопроводности и конвективным — из-за малости числа Пекле Pe ≪ 1. Тогда
температурное поле в капле TL и подложке TS можно определить из решения уравнений Лапласа:{︂

∆TL = 0
∆Ts = 0

.

В газовой фазе массовая концентрация c(α,θ) удовлетворяет стационарному уравнению Лапла-
са ∆c(α, θ) = 0 (считаем газовую фазу неподвижной и пренебрегаем конвективным слагаемым в силу
малости числа Пекле Pe ≪ 1).

Влияние тепловых характеристик подложки и жидкости на массовые и тепловые потоки при
спонтанном естественном испарении посаженной капли учитывается через граничные условия (равен-
ство температур и тепловых потоков на границе жидкость — подложка). Предполагается, что основной



Успехи кибернетики / Russian Journal of Cybernetics. 2025;6(4):9–16 11

тепловой поток, стимулирующий процесс испарения, исходит из подложки (пренебрегаем коэффициен-
том теплопроводности газа) и поступает к поверхности капли, где благодаря фазовому превращению
трансформируется в массовый паровой поток, диффундирующий от поверхности капли (тепловым
потоком из газовой фазы пренебрегаем). При выбранной конфигурации капли удобно решать систе-
му уравнений Лапласа для полей концентрации и температур в тороидальной системе координат α, θ
(рис. 1, границы капли совпадают с θc — краевым углом капли и θ = 0). Полагаем равенство нулю
нормальных производных концентраций в газовой фазе и температур в подложке на их общей границе
и равенство температур и тепловых потоков на жидкой границе капли.

Решения для температур и концентрации с указанными граничными условиями на подложках,
толщина которых значительно превышает радиус основания капли, можно представить в виде:

TL(α,θ) = T∞ + {2(chα + cos θ)}
1
2 ×

×
[︂∫︁ ∞

0
dτP− 1

2+iτ(chα)
ch τθc

ch τπ
As(τ) ×

ch τπ ch τθ + kR sh τπ sh τθ
ch τπ ch τθc + kR sh τπ sh τθc

]︂
, 0 <θ < θc

cV (α,θ) = c∞ + {2(chα + cos θ)}
1
2 ×

×
[︂∫︁ ∞

0
dτP− 1

2+iτ(chα)
ch τθc

ch τπ
BD(τ) × ch τ(π− θ)

ch τ(π− θc)

]︂
, θc <θ < π,

Ts(α,θ) = T∞ + {2(chα + cos θ)}
1
2 ×

×
[︂∫︁ ∞

0
dτP− 1

2+iτ(chα)
ch τθc

ch τπ
As(τ) ×

ch τ(π− θ)
ch τπ ch τθc + kR sh τπ sh τθc

]︂
, π <θ < 2π,

(1)

где cV — концентрация пара, kR = ks/kL, T∞ и c∞ — окружающая температура и концентрация пара,
соответственно, θc — краевой угол, P− 1

2+iτ(chα) — функции Лежандра [20], которые можно выразить

через гипергеометрические функции Римана и гамма-функцию:

P− 1
2+iτ(chα) =

(iτ)√
π(0.5 + iτ)

(2 chα)−0.5+iτF
(︂

3
4
− iτ/4,

1
4
− iτ/4,1 + iτ;

1

ch2 α

)︂
+ KC.

Это позволяет нам провести вычисления интегралов в комплексной плоскости τ. Распростра-
нив интегрирование на всю действительную ось и замыкая контур через бесконечную полуокружность
в верхней полуплоскости τ, получим ряд по степеням (1− r2/R2)−m. Наибольший вклад в окрестности
края капли вносят полюса, ближайшие к действительной оси (в работах [1, 2] приведен именно этот
вклад полюсов BD(τ)). Полюс гамма-функции, лежащий на действительной оси, определяет темпера-
туру и концентрацию пара на краях капли. Ядра BD, AS в интегральных выражениях, определяющие
поведение температурных и концентрационных полей в пространстве, определяются из граничных
условий на границе капли. Так, считая, что приток тепла к поверхности капли от газовой фазы отсут-
ствует, определяем значения:

LjL(α,θc) ≈ qL(α,θc)Ljc(α,θc) = −L
D
R

(chα + cos θc)
d

dθc
c(α,θc) =

= −kL

R
(chα + cos θc)

d
dθc

TL(α,θc), (2)

где L — удельная теплота испарения, jL — поток массы, qL — тепловой поток. Считая, что на всей
поверхности капли граничные условия такие же, как в окрестности края капли, получим связь между
ядрами интегральных представлений:

−LDBD(τ) tan τ(π− θc) = kLAs(τ) (ch τπ sh τθc + kR sh τπ ch τθc). (3)

В квазистационарном режиме испарения на поверхности капли выполнено условие
Клапейрона–Клаузиуса, связывающее концентрацию насыщенных паров и температуру в любой точке
газовой фазы. Ограничиваясь линейной зависимостью концентрации пара от температуры:

AV (α,θc) − As∞ = c′sT (TL(α,θc) −T∞), (4)
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определим ядро BD(τ), зависящее от параметров жидкости, подложки и газовой фазы:

BD(τ) = BD(τ,θc,kR,Γ) = B̂D(τ)(cS∞ − c∞),

B̂D(τ) =
{︂

1 + Γ tan τ(π− θc) ×
ch τπ ch τθc + kR sh τπ sh τθc

ch τπ sh τθc + kR sh τπ ch τθc

}︂−1

,

Γ = c′ST
DL
kL

patm

p
.

(5)

Здесь cS∞ — концентрация насыщенного пара в окружающей среде, D — коэффициент диф-
фузии, p — давление. Важно отметить, что в неизотермическом случае ядро зависит как от краевого
угла, теплопроводящих свойств жидкости и подложки kL,kS, так и от термодинамических параметров
жидкости и газа (c′sT = dcs

dT , D, L).
Полный поток массы с поверхности капли и изменение краевого угла находим из выражений:

− Ṁ(t) =
QL

L
= JD(θc) = 4πRD(cн∞ − c∞)fD(θc)

θ̇c = − π

ρR2 (1 + cos2 θc)fD(θc); fD(θc) =
∫︁ ∞

0
dτB̂D(τ)

ch τθc

ch τπ
.

(6)

При Γ = 0 значение fD(θc) с высокой точностью совпадает с широко используемым в литерату-
ре выражением для скорости массового потока, приведенным в статье И. О. Попова [14]. Зависимость
JD(θc) от коэффициента диффузии D в нашем исследовании нелинейная, что было отмечено в экспери-
ментах [10, 15, 16] с разными газами/подложками и переменным давлением p. Как видно из формулы
(6), массовый поток определяется как характеристиками жидкой и газовой фаз, так и теплопроводящи-
ми свойствами подложки.

Из (1)–(5) можно вычислить представляющую интерес среднюю температуру по поверхности
капли, то есть параметр, определяющий меру охлаждения капли:

≺ TL(α,θA) ≻S(θA)= T∞ − cн∞
c′нT

(1 − H)
[︂
4 ctg

θc

2

∫︁ ∞

0
dτ

ch τθc

ch τπ
sh τθA

sh τπ
ch[τ(π− θA)]B̂D(τ) − 1

]︂
, (7)

и температурный профиль вдоль поверхности капли:

TL(α,θA) −T∞ =

=
cн∞
c′нT

(1 − H)
[︂
−1 + {2(chα + cos θA)}

1
2

∫︁ ∞

0
dτ P− 1

2+iτ(chα)
ch τθc

ch τπ
ch[τ(π− θA)]B̂D(τ)

]︂
. (8)

Тогда находим уравнение для температуры на краю капли:

∆T =
TL(∞,θc) −T∞

cS∞
c′ST

(1 − H)
= Γatm

patm

p
×

(1 − θc
π )

kR + θc
π + Γatm

patm
p (1 − θc

π )
,

(︂
cS∞
c′ST

)︂−1

=
µL

RT 2
∞

. (9)

Силу Марангони в любой точке поверхности капли можно вычислить через градиент темпера-
туры вдоль поверхности капли:

FM(α,θc) = ∇τσ(α,θc) = σ′T∇τTL(α,θA) =
σ′T
R

(chα + cos θA)
d
dα

TL(α,θA), σ′T =
dσ
dT

. (10)

Результаты и анализ
На основании полученных соотношений проанализируем особенности температурного поля

капли, а также силы Марангони, точки стагнации и динамику массы испаряющейся капли. Аналити-
ческие решения для испаряющихся капель на подложке рассматривались ранее в [11–13, 21]. Темпера-
тура на краю капли не зависит от радиуса капли и при больших kR стремится к 0 по закону обратной
пропорциональности. Для подложек с высокой теплопроводностью (из алюминия, золота, меди, сили-
кона) температура края капли близка к температуре окружающей каплю атмосферы (базовая модель
в терминологии [17]). Экспериментальные данные измерений разности температуры на краю капли
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на подложках из материалов PTFE, Macor и золота и окружающего газа при атмосферном давлении
(Tambient−TS ≈ 1.3 ∘C) [17] согласуются с нашими результатами для воды в атмосфере ненасыщенного
воздуха Γref ≈ 0.11, cs∞c′−1

sT = 17.3 ∘C при H=0.55 на PTFE, при θc = 30∘: ∆TPTFE ≈ 1.3C0, ∆TAl ≈ 0 .
Наши результаты показывают не только правильный тренд, но и хорошее численное совпадение с экс-
периментальными данными. Расчеты показывают, что для спонтанно испаряющейся капли по мере
уменьшения краевого угла температура в вершине капли при определенных условиях может быть
выше, чем на краях капли. На рис. 2 показана зависимость безразмерной разности температур произ-
вольной точки поверхности капли и в ее вершине для различных подложек и контактных углов.

Рис. 2. Безразмерная разность температур вдоль поверхности капли для различных подложек и
краевых углов

Рис. 3. Безразмерная сила Марангони вдоль поверхности капли для различных подложек и краевых
углов

По мере уменьшения контактного угла температура меняется монотонно (увеличивается к краю
капли) при kR ≥ kc = 0.57 и становится немонотонной при kR ≤ 0.57. В точках стагнации (отмечены
крестом), в которых температура достигает минимума, сила Марангони меняет направление (безраз-
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мерная сила Марангони приведена на рис. 3). Экспериментально эффекты охлаждения капель иссле-
довались в [22]. Изменение направления силы Марангони зависит от краевого угла. Это ранее было
отмечено в работах [2, 6].

Точки стагнации, где температура достигает минимума, сдвигаются к краю капли при умень-
шении краевого угла. Около этих точек направление сил Марангони изменяется, и можно ожидать
существование течений в противоположных направлениях. Направления сил и положение точек стаг-
нации являются функциями краевого угла и термодинамических параметров модели.

Сравнение результатов с экспериментальными данными для испарения водной капли демон-
стрирует хорошее согласие (рис. 4; θc= 67∘C и Γ=0.37; кривые 1–3 соответствуют разным температу-
рам, кривая 4 получена для базовой модели [17], квадраты — экспериментальные данные [17]). При
низких давлениях наша модель работает хуже.

Рис. 4. Разница температур капли и окружающей среды при различных давлениях пара

Разграничение областей монотонного и немонотонного поведения температуры показано на
рис. 5 (при нормальных условиях).

Рис. 5. Разделение областей монотонности и немонотонности температурного профиля
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Влияние теплопроводности подложки на геометрию капли и динамика массы капли показа-
ны на рис. 6. Увеличение времени жизни капли на подложках с более низкой проводимостью также
отмечалось в [13, 23].

Рис. 6. Динамика критических краевых углов и динамика массы капли (Γ=0.11, R=1 мм)

Заключение
Получены аналитические выражения для температуры и концентрации пара для испарения по-

коящейся капли с закрепленной линией контакта, учитывающие теплопроводящие свойства подложки
и жидкости и термодинамические параметры газовой фазы. Исследовано влияние краевого угла и тер-
модинамических параметров на положение точек стагнации, изучена зависимость изменения направле-
ния силы Марангони от краевого угла и значений теплопроводностей капли и подложки. Определено
критическое значение параметра kc, при котором поведение системы меняется. Для kR ≥ kc = 0.57
температура на поверхности капли монотонная и температура вершины ниже, чем температура рядом
с линией контакта. В этом случае возможно формирование течения, направленного к центру около
подложки и к краю капли около поверхности капли. Температура на поверхности капли немонотон-
на при kR ≤ kc, что приводит к возникновению точек стагнации, в которых сила Марангони меняет
свое направление. Из-за этого формируются противоположно направленные течения. Положение точек
стагнации зависит от свойств материалов жидкости и подложки и от краевого угла. При уменьшении
краевого угла линии стагнации перемещаются к краям капли. Изменение направления силы Марангони
в зависимости от краевого угла ранее отмечалось в работах [2, 6].
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