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Инвариантность уравнения Эйлера была доказана в [1] с помощью вариационной производ-
ной и сформулирована как свойство кривой быть (или не быть) экстремалью независимо от выбора
системы координат. С помощью [2] покажем, что если при переходе к новой системе координат опре-
делитель Якоби равен нулю, то имеет место нарушение инвариантности уравнения Эйлера–Лагранжа.

Классическое действие для динамической системы с одной степенью свободы запишем в виде
определенного интеграла с переменным верхним пределом

S(t) =
∫︁ t

t0
L(t′,q(t′),

dq(t′)
dt′

)dt′. (1)

Тогда

dS = L
(︂

t′,q(t′),
dq(t′)
dt′

)︂
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⃒⃒⃒⃒
t′=t
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где q̇ = dq
dt .

Построим дифференциал второго порядка
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dq +
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dq̇
)︂
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Так как dt ∧ dt = 0 и d
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Видно, что

d
(︂

dS − ∂L
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dq
)︂

= 0. (5)
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Дифференциальная 1-форма удовлетворяет лемме Пуанкаре, когда правая часть равенства (4) равна
нулю: (︂

− d
dt

∂L
∂q̇

+
∂L
∂q

)︂
dq ∧ dt = 0. (6)

Тогда из формулы (6) получим уравнение Эйлера–Лагранжа

− d
dt

∂L
∂q̇

+
∂L
∂q

= 0, (7)

так как dq ∧ dt ̸= 0.
При переходе к новой системе координат{︂

q = q(u,v)
t = t(u,v)

(8)

Формула (6) преобразуется к виду
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так как
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где det
(︂ ∂q

∂u
∂q
∂v

∂t
∂u

∂t
∂u

)︂
— определитель Якоби.

Видно, что уравнение Эйлера–Лагранжа не является инвариантным при переходе к новой си-
стеме координат, когда определитель Якоби равен нулю. Рассмотрим, например, отображение Арноль-
да [3]

y1 = x2
1 − x2

2 + ax1

y2 = 2x1x2 − ax2,
(11)

где a — параметр.
В [3] было показано, что на плоскости (x1,x2) определитель Якоби равен нулю на окружности

x2
1 + x2

2 =
a2

4
. (12)

Отображение этой окружности на плоскости (y1,y2) приводит к гипоциклоиде с тремя острия-
ми [3], в окрестности которых производная испытывает скачок.
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