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Аннотация: ранее было показано, что с помощью уравнения Якоби может быть построена
цепочка замкнутых систем обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, описыва-
ющих эволюцию моментов. Показано, что определители Вронского для фундаментальных матриц за-
мкнутых систем обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка являются интегралами
движения на экстремалях уравнения Эйлера–Лагранжа.
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Abstract: it was previously shown that a chain of closed systems of first-order ordinary differential
equations describing the evolution of moments can be constructed using the Jacobi equation. The Wronskians
for the fundamental matrices of these closed systems are integrals of motion along the extremals of the
Euler–Lagrange equation.
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В [1] было показано, что с помощью уравнения Якоби может быть построена цепочка замкну-
тых систем обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, описывающих эволюцию
моментов.

Пусть нам дано уравнение Эйлера–Лагранжа

∂L
∂x

− d
dt

∂L
∂ẋ

= 0, (1)

где L = L(t,x,ẋ) — функция Лагранжа; ẋ = dx
dt .

Следуя [2], запишем

L(t,x + δx,ẋ + δẋ) = L(t,x,ẋ) + δL, (2)

где δL =
[︂

d
dα

L(t,x + αδx,ẋ + αδẋ)
]︂
α=0

=
∂L(t,x,ẋ)

∂x
δx +

∂L(t,x,ẋ)
∂ẋ

δẋ.

Подставим (2) в (1) и получим уравнение Якоби

∂δL
∂x

− d
dt

∂δL
∂ẋ

= 0,

которое записывают в виде [2] (︂
Lxx −

dLxẋ

dt

)︂
δx − d

dt
(Lẋẋδẋ) = 0. (3)
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Если L = mẋ2

2 −U (x,t), то уравнения Эйлера–Лагранжа и Якоби имеют вид соответственно

Ux + mẍ = 0, (4)

Uxxδx + mδẍ = 0. (5)

Видно, что с помощью уравнения Якоби (5) могут быть построены замкнутые системы диффе-
ренциальных уравнений первого порядка для трех новых динамических переменных

d
dt

⎛⎜⎝ δx2

δxδẋ
δẋ2

⎞⎟⎠ =

⎛⎝ 0 2 0
−Uxx

m 0 1
0 −2Uxx

m 0

⎞⎠
⎛⎜⎝ δx2

δxδẋ
δẋ2

⎞⎟⎠ , (6)

где δx2 = (δx)2; δẋ2 = (δẋ)2; δxδẋ = (δxδẋ).
Рекуррентная формула имеет вид

d
dt

δxkδẋs = −s
Uxx

m
δxk+1δẋs−1 + kδxk−1δẋs+1; k + s = n. (7)

Если mδẋ = δpx, то система уравнений (6) с точностью до обозначений совпадает с системой
уравнений для средних квадратов квантовых флуктуаций координаты и импульса [3]⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d
dt

δx̂2 =
2
m
δx̂δp̂x

d
dt

δx̂δp̂x =
1
m
δp̂2

x −Uxxδx̂2

d
dt

δp̂2
x = −2Uxxδx̂δp̂x,

(8)

начальные условия к которой удовлетворяют соотношениям неопределенностей Гейзенберга

(δx̂δp̂x)2
⃒⃒⃒
t=0

≤ (δx̂2)
⃒⃒⃒
t=0

· (δp̂2
x)
⃒⃒⃒
t=0

,

(δx̂2)
⃒⃒⃒
t=0

· (δp̂2
x)
⃒⃒⃒
t=0

≥ h̄2

4
.

(9)

Системы дифференциальных уравнений (6)–(7) можно записать в виде [4]

dW
dt

= AW, (10)

где W — фундаментальная матрица решений, а A — матрица коэффициентов при неизвестных.
С помощью тождества Якоби [4] можно установить зависимость между определителем Врон-

ского в начальный и конечный моменты времени

|W (t)| = |W (t0)| exp
(︂∫︁ t

t0
SpAdt

)︂
, (11)

где SpA = 0 — сумма диагональных элементов фундаментальных матриц дифференциальных уравне-
ний (6)–(8) при n = 2,3,... равна нулю.

Таким образом, определители Вронского для фундаментальных матриц дифференциальных
уравнений (6)–(8) являются интегралами движения на экстремалях уравнения Эйлера–Лагранжа (4).

Построим уравнение Лиувилля для уравнения Якоби (5)

∂P
∂t

+ δẋ
∂P
∂δx

− Uxx

m
δx

∂P
∂δẋ

= 0. (12)

Решением этого уравнения является функция распределения флуктуаций координаты и
скорости

P(δx,δẋ,t) =
1

2π ·∆
· exp

[︃
−(δẋ)2 δx2 + (δx)2 δẋ2 − 2 (δxδẋ) δxδẋ

2∆2

]︃
, (13)
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где ∆2 = δx2δẋ2 − δxδẋ
2
, если вторые моменты δx2; δẋ2; δxδẋ удовлетворяют системе уравнений (6).

С помощью системы уравнений (6) можно показать, что

d∆2

dt
= 0. (14)

Система уравнений (9) с точностью до обозначений совпадает с системой уравнений для сред-
них квадратов квантовых флуктуаций координаты и импульса [3, 4]. Так как из формулы (10) следует
∆2(t) = const, то для волновых функций, минимизирующих соотношение неопределенностей Гейзен-
берга, получим (︁

δx̂2
)︁(︁

δp̂2
x

)︁
−
(︀
δx̂δp̂x

)︀2
=

h̄2

4
. (15)

Таким образом, функция распределения (13) локализована в окрестности классической траек-
тории, размер которой — в фазовом пространстве порядка постоянной Планка. Уравнение (15) опреде-
ляет предельно малое значение эмиттанса пучка заряженных частиц ∼ h̄, что имеет важное значение в
ускорительной технике [5].
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