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Аннотация: с помощью уравнения Якоби построена цепочка замкнутых систем обыкновенных
дифференциальных уравнений первого порядка, описывающих эволюцию моментов, начальные усло-
вия к которым могут содержать постоянную Планка. Показано, что эволюция моментов разных поряд-
ков происходит независимо друг от друга. Показано, что источником динамического хаоса являются,
в частности, ненулевые начальные условия к системе уравнений для вторых моментов, так как сред-
ние квадраты флуктуаций координаты и импульса, которые являются мерой «разбегания» траекторий,
возрастают экспоненциально быстро в области отрицательной гауссовой кривизны потенциала. Так
как решения уравнения Якоби должны являться малыми поправками к решению уравнения Эйлера–
Лагранжа, то обратное влияние этих поправок на решение уравнения Эйлера–Лагранжа может быть
учтено с помощью розыгрыша (метод Монте-Карло) динамических переменных, что, в свою очередь,
приведет к появлению ненулевых начальных условий для моментов высших порядков.
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Abstract: using the Jacobi equation, we constructed a chain of closed systems of first-order ordinary
differential equations that describe the evolution of moments, where the initial conditions can include
Planck’s constant. We showed that the evolution of moments of different orders occurs independently of
each other. We demonstrated that the source of dynamic chaos is, in particular, nonzero initial conditions
for the system of equations governing second moments. This is because the mean square fluctuations of
position and momentum, which measure the “divergence” of trajectories, grow exponentially fast in the
region of negative Gaussian curvature of the potential. Since the solutions of the Jacobi equation must be
small corrections to the solution of the Euler–Lagrange equation, the reverse influence of these corrections
on the Euler–Lagrange equation can be accounted for using the Monte Carlo method for dynamic variables.
This, in turn, leads to the emergence of nonzero initial conditions for higher-order moments.
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В рамках нового подхода к построению квазиклассического приближения в квантовой механике
в [1] была построена замкнутая система обыкновенных дифференциальных уравнений первого поряд-
ка для средних значений корреляторов оператора координаты и импульса, которая не содержит явно
постоянной Планка, а начальные условия к этой системе уравнений удовлетворяют системе обобщен-
ных соотношений неопределенностей Гейзенберга. В [1] была поставлена задача построения точной
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механической аналогии этой системы уравнений. В настоящей работе представлена попытка решения
этой задачи.

Пусть нам дано уравнение Эйлера–Лагранжа

∂L
∂x

− d
dt

∂L
∂ẋ

= 0, (1)

где L = L(t,x,ẋ) — функция Лагранжа; ẋ = dx
dt .

Пусть x = x̄ + δxи ẋ = ˙̄x + δẋ. Тогда

L(t,x̄ + δx, ˙̄x + δẋ) = L(t,x̄, ˙̄x) + δL + · · ·, (2)

где δL = ∂L(t,x̄, ˙̄x)
∂x̄ δx + ∂L(t,x̄, ˙̄x)

∂ ˙̄x δẋ.

Подставим (1) в (2) и получим уравнение Якоби

∂δL
∂x

− d
dt

∂δL
∂ẋ

= 0,

которое записывают в виде [2](︂
Lxx −

dLxẋ

dt

)︂
δx − d

dt
(Lẋẋδẋ) = 0, (3)

где обозначим x ≡ x̄ для удобства.
Если L = mẋ2

2 −U (x,t), как в [1], то уравнения Эйлера–Лагранжа и Якоби имеют вид, соответ-
ственно:

Ux + mẍ = 0; (4)

Uxxδx + mδẍ = 0. (5)

Видно, что с помощью уравнения Якоби (5) могут быть построены замкнутые системы диффе-
ренциальных уравнений первого порядка для трех новых динамических переменных:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d(δx2)
dt

= 2(δxδẋ)

d(δxδẋ)
dt

= (δẋ2) − Uxx

m
(δx2)

d(δẋ2)
dt

= −2Uxx

m
(δxδẋ),

(6)

четырех новых динамических переменных:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d(δx3)
dt

= 3(δx2δẋ)

d(δx2δẋ)
dt

= 2(δxδẋ2) − Uxx

m
(δx3)

d(δxδẋ2)
dt

= (δẋ3) − 2Uxx

m
(δx2δẋ)

d(δẋ3)
dt

= −3Uxx

m
(δẋ2δx)

(7)

и так далее.
Видно, что замкнутые системы уравнений (6), (7) зависят от решения уравнения (4) и эволю-

ционируют независимо друг от друга. Так как решения уравнения Якоби должны являться малыми
поправками к решению уравнения Эйлера–Лагранжа, то обратное влияние этих поправок на решение
уравнения Эйлера–Лагранжа может быть учтено с помощью розыгрыша (метод Монте-Карло) дина-
мических переменных, что, в свою очередь, приведет к появлению ненулевых начальных условий для
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моментов высших порядков. Если mδẋ = δp, то система уравнений (6) с точностью до обозначений
совпадает с системой уравнений [1], которую запишем в виде [3]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d
dt

δx̂2 =
2
m
δx̂δp̂x

d
dt

δx̂δp̂x =
1
m
δp̂2

x −Uxx (x) δx̂2

d
dt

δp̂2
x = −2Uxx (x) δx̂δp̂x.

. (8)

С помощью волновых функций, минимизирующих соотношение неопределенностей Гейзенбер-
га, вычислены начальные условия к системе дифференциальных уравнений (8):

δx̂δp̂x
⃒⃒
t=0 = 0,

δx̂2
⃒⃒⃒
t=0

· δp̂2
x

⃒⃒⃒
t=0

=
h̄2

4
.

(9)

Исследуем на устойчивость решения системы дифференциальных уравнений (8) на небольших
временных интервалах x(t + ∆t) ≈ x(t). Решения системы уравнений (8) будем искать в виде:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

δx̂2 = Aeλt

δx̂δp̂x = Beλt

δp̂2
x = Ceλt,

(10)

где A, B, C — постоянные интегрирования, а λ — показатель Ляпунова.
Подставим (10) в (8) и получим:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

λA =
2
m

B

λB =
1
m

C −Uxx(x)A

λC = −2Uxx(x)B.

(11)

Найдем три корня характеристического уравнения:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ1 = 0

λ2 = 2

√︂
−Uxx (x)

m

λ3 = −2

√︂
−Uxx (x)

m
.

(12)

Видно, что источником динамического хаоса являются, в частности, ненулевые начальные усло-
вия к системе уравнений (8), так как средние квадраты флуктуаций координаты и импульса (10), кото-
рые являются мерой «разбегания» траекторий, возрастают экспоненциально быстро λ2 > 0 в области
отрицательной гауссовой кривизны потенциала Uxx (x) < 0.
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