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Аннотация: начально-краевая задача для n-мерного акустического волнового уравнения, n ⩾ 1,
с переменной скоростью звука и неоднородным краевым условием Дирихле решается численно. С этой
целью изучается нестандартная трехслойная полуявная по времени компактная схема. Схема является
трехточечной по каждому пространственному направлению и использует n вспомогательных иско-
мых функций, аппроксимирующих несмешанные вторые пространственные производные решения. На
первом слое по времени применяется аналогичная двухслойная по времени схема, где производные
данных не используются. Для реализации схемы требуется только решение систем с трехдиагональны-
ми матрицами по всем n пространственным направлениям. Даны теоремы об условной устойчивости
схемы в расширенной энергетической норме и об оценке погрешности 4-го порядка в этой норме.
Приведены результаты 3D численного эксперимента, в котором погрешность схемы убывает с 4-м
порядком и очень мала уже на грубой сетке.
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Введение
В данной статье продолжается изучение трехслойной полуявной по времени векторной ком-

пактной разностной схемы 4-го порядка для n-мерного акустического волнового уравнения с перемен-
ной скоростью звука, n ⩾ 1, недавно построенной и исследованной в [1, 2]. В ней нестандартным
является введение дополнительных искомых функций, аппроксимирующих несмешанные вторые про-
странственные производные решения, что приводит к простой прямой реализации схемы (без приме-
нения итерационных методов). На первом слое по времени применяется двухслойная аппроксимация
по времени, аналогичная основным уравнениям схемы, без использования производных данных (в
отличие от многих других работ). Условная устойчивость такой схемы в сильной энергетической нор-
ме и оценка погрешности порядка 3.5 в ней были выведены в [2]. При постоянной скорости звука
устойчивость в стандартной энергетической норме и оценка погрешности 4-го порядка в ней также
были доказаны, но доказательство не обобщается на случай переменной скорости звука. Отметим, что
анализ устойчивости не так прост, поскольку исходная форма полуявной схемы не является самосо-
пряженной.

Здесь применяется другой, более тонкий подход, основанный на теореме устойчивости в рас-
ширенной слабой энергетической норме для абстрактного трехслойного метода и симметризации изу-
чаемой схемы. Он позволил доказать устойчивость в расширенной стандартной энергетической норме
(без условия малости шагов сетки) и оценку погрешности 4-го порядка в ней. Также в дополнение к
2D численным экспериментам в [2] приводится 3D эксперимент, где и на практике погрешность схемы
убывает с 4-м порядком и очень мала уже на грубых сетках для решений типа гладкой бегущей волны.

Полуявная векторная компактная схема была первоначально предложена для двумерного вол-
нового уравнения в [3]. Также случай n = 3 был рассмотрен в [4], где для акустического волнового
уравнения была применена отличная от нашей пространственная аппроксимация; для нее строгое обос-
нование устойчивости и вывод оценок 4-го порядка отсутствуют и представляются громоздкими зада-
чами, в особенности без требования малости шагов сетки. Упомянем, что случай n ⩾ 4 представляет
интерес в теоретической физике.

Разработка более стандартных компактных трехслойных схем 4-го порядка была начата гораздо
раньше, и им посвящена обширная литература, в случае n = 3 см., в частности [5–9]. Но для схем тако-
го типа для акустического волнового уравнения строгие теоремы устойчивости и оценки погрешности
4-го порядка были доказаны лишь недавно в [9]. Их эффективная реализация требует применения
итерационных методов, что приводит к увеличению вычислительных затрат.

Естественным способом отказа от итерационных методов явился переход к экономичным мето-
дам типа переменных направлений (МПН), в случае n = 3 схемы 4-го порядка этого типа см., в част-
ности, в [8, 10–13] и, в случае акустического волнового уравнения — в [14, 15]. Как и для изучаемого в
статье метода, для их реализации необходимо решать только одномерные системы линейных алгебра-
ических уравнений с трехдиагональными матрицами. Однако для акустического волнового уравнения
строгих теорем устойчивости и оценок погрешности 4-го порядка для МПИ методов нет, т.к. их вывод
сталкивается с существенными трудностями. Заметим, что неявность и условная устойчивость прису-
щи всем перечисленным выше трем типам компактных схем 4-го порядка. Для волнового уравнения
разработано также много иных численных методов повышенного порядка аппроксимации, на которых
здесь мы не будем останавливаться.

Статья организована следующим образом. Сначала выписана начально-краевая задача для аку-
стического волнового уравнения, и для удобства кратко напомнены построение полуявной векторной
компактной схемы решения этой задачи и ее быстрая прямая реализация. Затем для этой схемы сфор-
мулированы теорема устойчивости в расширенной энергетической норме и соответствующая теорема
об оценке погрешности 4-го порядка. В заключение приведен пример 3D расчета, подтверждающего,
что погрешность схемы убывает с 4-м порядком и очень мала.

Многомерное акустическое волновое уравнение и полуявная 4-го порядка векторная ком-
пактная схема для его численного решения

Рассмотрим начально-краевую задачу для n-мерного акустического волнового уравнения

ρ(x)∂2
t u(x,t) − Lu(x,t) = f (x,t), L := a2

1∂
2
1 + . . . + a2

n∂
2
n, в QT := Ω× (0,T ); (1)
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u|ΓT = g(x,t); u|t=0 = u0(x), ∂tu|t=0 = u1(x), x ∈ Ω := (0,X1) × . . . × (0,Xn), (2)

при неоднородном краевом условии Дирихле. Здесь 0 < ρ ⩽ ρ(x) ⩽ ρ̄, а a1 > 0, . . . ,an > 0 —
постоянные (они берутся разными, как и в [2, 8, 9]), x = (x1, . . . ,xn), n ⩾ 1. Также ∂Ω — граница Ω, а
ΓT = ∂Ω× (0,T ) — боковая поверхность QT . Функции ρ и u предполагаются гладкими.

Введем равномерную сетку ωht с узлами tm = mht, 0 ⩽ m ⩽ M и шагом ht = T/M > 0 на [0,T ];
здесь M ⩾ 2. Пусть ωht = {tm}M−1

m=1 . Определим сеточное среднее, разностные операторы и оператор
суммирования по времени с переменным верхним пределом

s̄ty =
1
2
(y̌ + y), δ̄ty =

y − y̌
ht

, δty =
ŷ − y

ht
, Λty = δt δ̄ty =

ŷ − 2y + y̌
h2

t
, Im

ht
y = ht

m∑︁
l=1

yl

при 1 ⩽ m ⩽ M и также I 0
ht
y = 0, где ym = y(tm), y̌m = ym−1, ŷm = ym+1.

Введем равномерную сетку ω̄hk с узлами xki = ihk, 0 ⩽ i ⩽ Nk и шагом hk = Xk/Nk по xk.
Пусть ωhk = {xki}Nk−1

i=1 . Определим на ωhk разностный аналог ∂2
k и среднее по Нумерову по xk:

(Λkw)i := 1
h2

k
(wi+1 − 2wi + wi−1), skNwi := 1

12(wi−1 + 10wi + wi+1) = (I + 1
12h

2
kΛk)wi,

где wi = w(xki).
Далее, введем прямоугольную сетку ω̄h = ω̄h1 × . . . × ω̄hn в Ω̄, где h = (h1, . . . ,hn). Пусть

ωh = ωh1 × . . . × ωhk и ∂ωh = ω̄h∖ωh. Определим сетки ωh := ωh × ωht в QT и ∂ωh = ∂ωh × {tm}M
m=1 на

Γ̄T , с h = (h,ht).
Пусть Hh — евклидово пространство функций со скалярным произведением (v,w)h и нормой

‖w‖h = (w,w)1/2h . Любой линейный оператор Ch = C*
h > 0, действующий в Hh, порождает норму

‖w‖Ch := (Chw,w)1/2h = ‖C1/2
h w‖h в Hh. Ниже везде (кроме леммы 1) Hh — пространство функций на

ω̄h, равных 0 на ∂ωh, со скалярным произведением L2-типа

(v,w)h = h1 . . . hn
∑︁
xi∈ωh

v(xi)w(xi), xi = (i1h1, . . . ,inhn), i = (i1, . . . ,in).

Введем простейшую разностную аппроксимацию Lh := a2
1Λ1 + . . . + a2

nΛn для L. Как известно,

4
X2

k
I < −Λk = −Λ*

k < 4
h2

k
I , 2

3 I < skN = s*kN < I , 0 < −Lh = −L*
h < 4

(︀a2
1

h2
1
+ . . . + a2

n
h2

n

)︀
I .

Здесь и ниже все операторные неравенства относятся к самосопряженным операторам в Hh, а I —
единичный оператор.

Кратко напомним вывод изучаемого метода. Сначала формально заменим уравнение (1) систе-
мой уравнений со вторыми частными производными по t или xk:

ρ(x)∂2
t u(x,t) − (a2

1u11(x,t) + . . . + a2
nunn(x,t)) = f (x,t), ukk(x,t) := ∂2

ku(x,t), 1 ⩽ k ⩽ n, в QT , (3)

где u11, . . . ,unn — дополнительные искомые функции. Дифференцирование уравнения (1) по t дает

ρ∂4
t u = ∂2

t (Lu + f ) = L
[︀1
ρ(Lu + f )

]︀
+ ∂2

t f .

Поэтому можно выполнить последовательные преобразования

ρΛtu = ρ∂2
t u + 1

12h
2
t ρ∂

4
t u + 𝒪(h4

t ) =
(︀
ρI + 1

12h
2
t L

)︀(︀1
ρLu

)︀
+ f + 1

12h
2
t
(︀
∂2

t f + L f
ρ

)︀
+ 𝒪(h4

t )

=
(︀
ρI + 1

12h
2
t Lh

)︀1
ρ

(︀
a2

1u11 + . . . + a2
nunn

)︀
+ fh + 𝒪(|h|4), с fh := f + 1

12h
2
t
(︀
Λtf + Lh

f
ρ

)︀
.

Далее, поскольку вспомогательное второе уравнение в (3) — обыкновенное дифференциальное уравне-
ние по xk, то его хорошо известная аппроксимация Нумерова приводит к формуле skNukk−Λku = 𝒪(h4

k)
на ωh, 1 ⩽ k ⩽ n.

Если опустить остаточные члены в последних двух разложениях, то получится трехслойная
полуявная векторная компактная схема

ρΛtv −
(︀
ρI + 1

12h
2
t Lh

)︀1
ρ(a

2
1v11 + . . . + a2

nvnn) = fh, skNvkk = Λkv на ωh, 1 ⩽ k ⩽ n, (4)
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с основной искомой функцией v ≈ u, определенной на ω̄h × ωht , и вспомогательными функциями
v11 ≈ u11, . . . ,vnn ≈ unn, определенными на ω̄h × ωht . Набор этих функций составляет искомую вектор-
функцию.

Эта схема дополняется сеточными краевыми условиями

v|∂ωh = g, a2
kvkk|∂ωh = gk, 1 ⩽ k ⩽ n, (5)

в соответствии с краевым условием u|ΓT = g и акустическим волновым уравнением в Q̄T :

gk = ρ∂2
t g −

∑︁
1⩽l⩽n, l ̸=k

a2
l ∂

2
l g − f при xk = 0,Xk, gk = a2

k∂
2
kg при xl = 0,Xl, 1 ⩽ l ⩽ n, l ̸= k,

на частях ΓT . При g = 0 правые части этих формул равны соответственно −f и 0.
Кроме того, должна быть задана функция vm|m=1 с 4-м порядком аппроксимации. Часто это

делается явным образом с использованием формулы Тейлора и волнового уравнения, см., напри-
мер, [3, 4, 7, 10]. Эти громоздкие формулы используют производные высшего порядка u0 и u1; они
неприменимы при негладких u0 и u1. Вместо этого, следуя [2, 9], построим уравнение для v1, анало-
гичное основным уравнениям схемы (4):

ρ(δtv)0 = 1
2ht

(︀
ρI + 1

12h
2
t Lh

)︀1
ρ

(︀
a2

1v
0
11 + . . . + a2

nv
0
nn
)︀
+ u1h + 1

2htf 0
h , skNv0

kk = Λkv0 на ωh, (6)

где 1 ⩽ k ⩽ n и используются специальные u1h ≈ ρu1 и f 0
h ≈ f0 = f |t=0 такие, что

u1h :=
(︀
ρI + 1

6h
2
t Lh

)︀
u1, f 0

h := f (0)
dht

+ 1
12h

2
t Lh

f0
ρ на ωh,

f (0)
dht

= 7
12 f

0 + 1
2 f

1 − 1
12 f

2 или f (0)
dht

= 1
3 f

0 + 2
3 f

1/2, с f 1/2 := f |t=ht/2.

Значения v0
kk на ∂ωh могут быть взяты как в (5) (или, для гладкой u0, с использованием ∂2

ku0 на ∂Ω).
Благодаря этим формулам погрешность первого уравнения (6) имеет 4-й порядок

ψ̂0 := ρ(δtu)0 − 1
2ht

(︀
ρI + 1

12h
2
t Lh

)︀1
ρ

(︀
a2

1u11 0 + . . . + a2
nunn 0

)︀
− u1h − 1

2htf 0
h = 𝒪(|h|4) на ωh,

см. [2], где |h|4 = |h|4 + h4
t . Здесь и ниже y0 := y|t=0 для любой зависящей от t функции y.

Построенная схема является полуявной по времени. Функция vm+1 находится явно на ωh из
первых уравнений (4) при 1 ⩽ m ⩽ M−1 и (6) при m = 0, когда вспомогательные функции vm

11, . . . ,v
m
nn

известны на ω̄h. А эти функции вычисляются из простых одномерных трехточечных разностных вто-
рых уравнений (4) при 1 ⩽ m ⩽ M−1 и (6) при m = 0 в совокупности с краевыми условиями в (5), где
vm задана. Тем самым существует определенная аналогия с МПН-методами в характере реализации
схемы. С другой стороны, функции vm

11, . . . ,v
m
nn независимы и допускают многопоточное вычисление

(реализованное в наших вычислениях), и можно хранить только их взвешенную сумму для экономии
памяти компьютера.

Устойчивость и оценки погрешности 4-го порядка в энергетической норме
Начнем со вспомогательного общего результата об устойчивости в слабой энергетической нор-

ме и его следствии, вытекающего из [8].

Лемма 1. Рассмотрим абстрактную трехслойную схему

BhΛtv + Ahv = φ в Hh на ωht , Bh(δtv)0 + 1
2htAhv0 = u(1) + 1

2htφ
0 в Hh

для функции v: ω̄ht → Hh. Здесь Bh = B*
h > 0 и Ah = A*

h > 0 — линейные операторы, действующие
в евклидовом пространстве Hh и такие, что 1

4h
2
t Ah ⩽ (1 − ε20)Bh при некотором 0 < ε0 < 1. Верны

оценки, выражающие устойчивость в слабой энергетической норме и ее следствие

max
0⩽m⩽M

max
{︀
ε0‖vm‖Bh , ‖I

m
ht

s̄tv‖Ah

}︀
⩽ ‖v0‖Bh + 2‖A−1/2

h u(1)‖h + 2
⃦⃦
A−1/2

h φ
⃦⃦

L̃1
ht

(Hh)
,

ε0 max
1⩽m⩽M

‖A−1/2
h Bhδ̄tv‖h ⩽ (1 + ε0)‖v0‖Bh + (3 + 2ε0)

(︀
‖A−1/2

h u(1)‖h +
⃦⃦
A−1/2

h φ
⃦⃦

L̃1
ht

(Hh)

)︀
.

Здесь стоит норма ‖y‖L̃1
ht

(Hh)
:= 1

2ht‖y0‖h + ht
∑︀M−1

m=1 ‖ym‖h для функций y: {tm}M−1
m=0 → Hh.
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Замечание 1. Верна дополнительная оценка (без оператора усреднения s̄t)

ε0 max
0⩽m⩽M

‖Im
ht

v‖Ah ⩽ (2 + 2ε0)
(︀
‖v0‖Bh + ‖A−1/2

h u(1)‖h +
⃦⃦
A−1/2

h φ
⃦⃦

L̃1
ht

(Hh)

)︀
.

Введем неоднородную версию вторых уравнений (4), (6):

skNvm
kk = Λkvm + bm

k на ωh, 0 ⩽ m ⩽ M − 1, 1 ⩽ k ⩽ n, (7)

с заданными функциями b1, . . . ,bn. В практике вычислений не бывает b1 = . . . = bn = 0 из-за ошибок
округления, поэтому необходимо изучить влияние b1, . . . ,bn на v. Это также необходимо для вывода
оценок погрешности.

Введем два самосопряженных оператора в Hh:

Eh := −(a2
1s

−1
1NΛ1 + . . . + a2

ns
−1
nNΛn), Iρh := 1

ρ I + 1
12h

2
t
(︀1
ρLh

)︀1
ρ I .

Справедливы неравенства −Lh < Eh < −(3/2)Lh и Iρh = I *ρh < ρ−1I ⩽ ρ−1I .
Введем первое условие на ht и h1, . . . ,hn:

1
3h

2
t
(︀a2

1
h2

1
+ . . . + a2

n
h2

n

)︀
⩽ (1 − ε)ρ при некотором 0 < ε < 1. (8)

С его помощью можно оценить Iρh снизу и вывести двусторонние оценки

ε1
ρ̄ I ⩽ ε1

ρ I < Iρh < 1
ρ I ⩽ 1

ρ I ⇔ ρI ⩽ ρI < I−1
ρh < ε−1ρI ⩽ ε−1ρ̄I .

С помощью леммы 1., исключения v11, . . . ,vnn и надлежащей симметризации выводится новый
результат об условной устойчивости полуявного векторного компактного метода.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (8) и

1
4h

2
t Eh ⩽ (1 − ε20)ρI при некотором 0 < ε0 < 1, (9)

а g = g1 = . . . = gn = 0 в краевых условиях (5). Тогда для обобщенной схемы (4)-(6) (см. (7)) верны
оценки, выражающие устойчивость схемы в расширенной энергетической норме

max
0⩽m⩽M

max
{︀
ε0‖vm‖Eh , ‖I

m
ht

s̄tEhv‖Iρh

}︀
⩽ ‖v0‖Eh + 2

⃦⃦
1
ρu1h

⃦⃦
I−1
ρh

+ 2
⃦⃦
I−1/2
ρh

[︀1
ρ(fh + βh)

]︀⃦⃦
L̃1

ht
(Hh)

,

ε0 max
1⩽m⩽M

‖δ̄tvm‖I−1
ρh

⩽ (1 + ε0)‖v0‖Eh + (3 + 2ε0)
(︀⃦⃦1

ρu1h
⃦⃦

I−1
ρh

+
⃦⃦
I−1/2
ρh

[︀1
ρ(fh + βh)

]︀⃦⃦
L̃1

ht
(Hh)

)︀
,

при любых функциях fh, b1, . . . ,bn: {tm}M−1
m=0 → Hh и v0,u1h ∈ Hh (поэтому здесь fh и u1h — не только

функции, определенные выше) и

βm
h := ρIρh(a2

1s
−1
1N bm

1 + . . . + a2
ns

−1
nNbm

n ) в Hh, 0 ⩽ m ⩽ M − 1.

Поскольку Eh < 3
2(−Lh) в Hh, то оба условия устойчивости (8) и (9) выполнены при

h2
t
(︀a2

1
h2

1
+ . . . + a2

n
h2

n

)︀
⩽ min{3(1 − ε),23(1 − ε20)}ρ.

При 0 < ε ⩽ 7/9 это условие только в 1.5 раза жестче, чем аналогичное условие для стандартной
явной трехслойной схемы 2-го порядка точности. Множитель 1.5 — оценка нормы операторов s−1

kN .
Правые и левые части указанных в теореме оценок можно упростить следующим образом⃦⃦

I−1/2
ρh

[︀1
ρ(fh + βh)

]︀⃦⃦
L̃1

ht
(Hh)

⩽ ρ−1/2
(︁
ε−1/2‖fh‖L̃1

ht
(Hh)

+ 3
2 max

1⩽k⩽n
a2

k

n∑︁
k=1

‖bk‖L̃1
ht

(Hh)

)︁
,⃦⃦

1
ρu1h

⃦⃦
I−1
ρh

=
⃦⃦
I−1/2
ρh

(︀1
ρu1h

)︀⃦⃦
h ⩽ (ερ)−1/2‖u1h‖h, ρ

1/2‖δ̄tvm‖h ⩽ ‖δ̄tvm‖I−1
ρh

.

Для w ∈ Hh введем ‖w‖H1
h

:= ‖w‖−Lh = (−Lhw,w)1/2h — сеточный аналог нормы в подпростран-

стве Соболева H1
0 (Ω). Введем также энергетическую норму ‖y‖ℰh :=

(︀
‖δ̄ty‖2

h + ‖y‖2
H1

h

)︀1/2
.

Следующая теорема выводится на основе теоремы устойчивости 1.. Подчеркнем, что в ней g и
f |ΓT — произвольные (а не только нулевые).
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Теорема 2. Пусть выполнены условия (8), (9), и v0 = u0 на ω̄h. Тогда для схемы (4)-(6) верны оценка
погрешности u − v в расширенной энергетической норме и оценки погрешности ∂2

ku − vkk в более
слабых “негативных” нормах

√
εε0 max

1⩽m⩽M

(︀
‖δ̄t(u − v)m‖h + ‖(u − v)m‖H1

h
+
√
ε‖Im

ht
Lh(u − v)‖h

)︀
= 𝒪(|h|4),

√
εε0 max

1⩽k⩽n
max

0⩽m⩽M−1
‖(−Λk)

−1/2(∂2
ku

m − vm
kk)‖h = 𝒪(|h|4).

Здесь величины 𝒪(|h|4) не зависят от ε и ε0.

Численный эксперимент в случае трех пространственных переменных
Рассмотрим погрешность e(h,ht) некоторой схемы в выбранной норме при h1 = . . . = hn = h и

предположим, что ее скорость сходимости равна p > 0 как по h, так и по ht, т.е. e(h,ht) = c1hp + c2h
p
t

с некоторыми c1 > 0 и c2 > 0. Тогда при некотором q > 1 получим e(h/q,ht/q) = e(h,ht)/qp и искомое
p можно найти по известной формуле типа Рунге

p = pe = ln
e(h,ht)

e(h/q,ht/q)

⧸︁
ln q.

Разумеется, эта практическая формула дает приближенный результат, но с уменьшением h и ht ее
точность растет, пока погрешность не становится столь мала, что начинает играть роль вычислитель-
ная погрешность. Выберем q = 5/3 меньше наиболее стандартного q = 2, что позволяет сократить
вычислительные затраты более чем вдвое, т.к. (5/3)4 ≈ 7.72, а 24 = 16.

Пусть ak = 1 (даже в случае переменной скорости звука в отличие от [4]), область Ω = (0,1)3 —
куб, а сетка — кубическая с Nk = N , т.е. с hk = h = 1/N , где k = 1,2,3. Пусть T = 0.5. Возьмем
переменный коэфициент ρ(x) =

√
3(1 + cos2 2πx1 · cos2 2πx2 · cos2 2πx3) (1/ρ(x) — квадрат скорости

звука) с ρ =
√

3 и точное гладкое решение типа бегущей волны

u(x,t) = cos(t − x1 − x2 − x3).

Данные f , u0, u1 и g задаются в соответствии с ним, и все они отличны от тождественного нуля.
Значения N = 81,135,225,375 и M = 54,90,150,250 выбираем так, чтобы отношение последо-

вательных значений как N , так и M было постоянным и равным q = 5/3.
Программный код схемы написан на языке Pure C для 64-битной архитектуры. Используется

компьютер с 6-ядерным процессором AMD© Ryzen© 5 7600X и 64 ГБ оперативной памяти. Резуль-
таты вычислений даны в таблице 1. Ее столбцы содержат погрешности eL2

h
в Hh = L2

h-норме, eH1
h

в

H1
h -норме, eℰh в ℰh-норме, все взятые в конечный момент времени t = T , и соответствующие порядки

pL2
h
, pH1

h
, pℰh . Для схемы 4-го порядка все погрешности очень малы даже для самой грубой сетки с

N = 81, M = 54, а все порядки довольно близки к 4, только порядки pH1
h
, pℰh начинают отдаляться от 4

при максимальных взятых N = 375, M = 250 из-за влияния вычислительной погрешности, поскольку
соответствующие нормы содержат разностные отношения, а сами погрешности уже достигли значений
порядка 10−13.

Последний столбец таблицы содержит отношения времен ЦПУ для последовательных значений
N и M; они достаточно близки к теоретическому значению 7.72.

Таблица 1
Схема 4-го порядка: погрешности eL2

h
, eH1

h
, eℰh , скорости сходимости pL2

h
, pH1

h
, pℰh и отношение

времен ЦПУ для переменного ρ и решения типа бегущей волны

N M eL2
h

eH1
h

eℰh pL2
h

pH1
h

pℰh CPUrel

81 54 3.025E-11 1.906E-10 2.155E-10 − − − −
135 90 3.983E-12 2.499E-11 2.825E-11 3.969 3.977 3.977 6.98
225 150 5.212E-13 3.264E-12 3.693E-12 3.981 3.985 3.984 7.41
375 250 6.792E-14 5.065E-13 5.932E-13 3.989 3.648 3.579 7.87
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Таблица 2
Схема 2-го порядка: погрешности eL2

h
, eH1

h
, eℰh , скорости сходимости pL2

h
, pH1

h
, pℰh и отношение

времен ЦПУ для переменного ρ и решения типа бегущей волны

N M eL2
h

eH1
h

eℰh pL2
h

pH1
h

pℰh CPUrel

81 54 3.112E-07 2.213E-06 2.408E-06 − − − −
135 90 1.125E-07 8.011E-07 8.715E-07 1.991 1.989 1.990 6.92
225 150 4.062E-08 2.894E-07 3.147E-07 1.995 1.993 1.994 7.44
375 250 1.465E-08 1.044E-07 1.135E-07 1.997 1.996 1.996 7.72

Для сравнения в таблице 2 представлены аналогичные результаты для стандартной трехслой-
ной явной схемы 2-го порядка точности. Очевидно резкое уменьшение погрешностей и увеличение
скорости их убывания для схемы 4-го порядка в сравнении со схемой 2-го порядка.
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