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Введение
Многие задачи гидродинамики, теплообмена и массопереноса, с которыми в настоящее время

приходится сталкиваться в разных областях науки, не поддаются аналитическому решению, и един-
ственная возможность их теоретического анализа — получение численного решения. Одной из таких
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задач является решение начально-краевой задачи теплопроводности, которая возникает при изучении
теплообмена в различных материалах и конструкциях.

Язык программирования Python выделяется большим и активным сообществом научных рас-
четов. Использование Python для этой цели в промышленных и академических кругах значительно
расширилось с начала 2000-х годов. Перспективным является его применение для численного реше-
ния задач математической физики [1]. Хотя он имеет репутацию медленного языка, этот недостаток
восполняют скорость написания программ и удобство синтаксиса, но главное — наличие большого
количества специально написанных для инженерных и математических расчетов оптимизированных
библиотек, по скорости работы сопоставимых с C++ и Java [2].

Целью этой работы является программная реализация численного метода контрольного объема
для решения класса трехмерных начально-краевых задач теплопроводности на языке программирова-
ния Python, тестирование на задачах с аналитическим решением и визуализация результатов расчета
средствами Python.

Начально-краевая задача
Решается однородное уравнение теплопроводности в шаре B радиуса r0 с условием теплоизо-

ляции на его поверхности и заданным начальным распределением температуры внутри области:

B : r < r0

T (r, θ,φ, t) :

∂T
∂t

= α2∆T

∂T
∂r

⃒⃒⃒⃒
∂B

= 0

T |t=0 = T0(r, θ,φ)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

(1)

Аналитическим решением задачи (1) является линейная комбинация собственных функций, имеющих
вид [3]:

un,m,k(r, θ,φ, t) = exp

(︃
−
(︂
µ̇k

n
α

r0

)︂2

t

)︃
jn

(︂
µ̇k

n
r
r0

)︂
Ym

n (θ,φ), (2)

n,m,k ∈ Z, n ≥ 0, − n ≤ m ≤ n, k ≥ 1.

Здесь jn(.) — сферическая функция Бесселя порядка n:

jn(z) =

√︂
π

2z
Jn+ 1

2
(z),

Jn+ 1
2
(.) — функция Бесселя порядка n + 1

2 ,

µ̇k
n — k-ый корень производной сферической функции Бесселя n-ого порядка:

j′n
(︁
µ̇k

n

)︁
= 0, (3)

Ym
n (θ,φ) — сферическая функция.

Численный метод
Для численного решения используется метод контрольных объемов с полностью неявной схе-

мой и схемой Кранка-Николсона [4]. Сущность метода заключается в следующем: на каждой итерации
по времени в каждой расчетной точке рассчитываются коэффициенты дискретного аналога и решается
заданная ими система линейных уравнений с начальным значением с предыдущего временного слоя,
если таковое требуется.
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На рис. 1 приведены используемые обозначения для одного условного контрольного объема.
Точками обозначены расчетные точки, линиями – границы контрольных объемов. Буквой P обозна-
чена расчетная точка внутри рассматриваемого контрольного объема, напрямую соседствующие обо-
значаются буквами U , D, N , S, W , E, соответственно: сверху (Up), снизу (Down), к северу (North), к
югу (South), к западу (West), к востоку (East) от точки P. Грани контрольного объема обозначаются
строчной версией буквы соседней точки напротив.

Пусть A – соседняя точка, ξ – координата. Тогда:
∆ξ – размер контрольного объема вдоль координаты ξ;
δξa = ‖ξP − ξA‖ – расстояние между точками P и A вдоль координаты ξ.
Также всегда δθ = ∆θ, δφ = ∆φ, но δr = ∆r только для внутренних объемов.
По переменной φ крайние половинки являются частями одного объема, замыкая область.

Рис. 1. Распределение контрольных объемов по каждой из переменных

а) внутри шара б) на поверхности шара

Рис. 2. Виды контрольного объема

На рис. 2 показан вид контрольного объема внутри шара и на его поверхности. Во внешнем
контрольном объеме точка P лежит на грани u.

Дискретный аналог
Уравнения дискретного аналога записываются в виде:

aPTP = aUTU + aDTD + aSTS + aNTN + aETE + aWTW + bP .
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В этой работе его коэффициенты были выведены применительно к задаче (1) на равномерной сетке в
сферической системе координат.

Коэффициенты полностью неявной схемы:
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2
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2
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,

aP = a0
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PT 0

P ,

r = r0 : aU = 0.

Коэффициенты схемы Кранка-Николсона:

aU ...aW — те же, что в полностью неявной схеме,
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bP = a0
PT 0

P + d0,

r = r0 : aU = 0.

Значения температуры с верхним индексом 0 (T 0
...) берутся с предыдущего временного слоя.

Решение системы линейных уравнений
Система решается методом переменных направлений, комбинацией метода Гаусса-Зейделя и

метода прогонки. На каждой итерации последовательно выбирается одно направление, по которому
температура на текущем слое рассчитывается, а значения температур по остальным направлениям
берутся с предыдущей итерации.

Сначала выбирается направление r, вдоль него системы будут иметь вид:

aPTP = aUTU + aDTD +
(︀
bP + aST*

S + aNT*
N + aET*

E + aWT*
W
)︀

и решаться методом прогонки.
Затем системы вдоль направления θ

aPTP = aSTS + aNTN +
(︀
bP + aUT*

U + aDT*
D + aET*

E + aWT*
W
)︀

решаются также методом прогонки.
И вдоль направления φ системы

aPTP = aETE + aWTW +
(︀
bP + aUT*

U + aDT*
D + aST*

S + aNT*
N
)︀
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решаются методом циклической прогонки [5], модификацией для трехдиагональных матриц с ненуле-
выми угловыми элементами, порожденными условием периодичности по координате φ.

Вычислительный эксперимент
Решается следующая тестовая начально-краевая задача:

B : r ≤ 1

T (r, θ,φ, t) :

∂T
∂t

= ∆T

∂T
∂r

⃒⃒⃒⃒
∂B

= 0

T |t=0 = T0(r, θ,φ)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

(4)

где функция начального условия T0 задается следующим образом:

T0(r, θ,φ) =
2∑︁

k=1

3∑︁
n=0

n∑︁
m=−n

Cn,m,kvn,m,k(r, θ,φ) =

= 3v0,0,1 + 1v1,−1,1 + 4v1,0,1 + 1v1,1,1 + 5v2,−2,1+

+ 9v2,−1,1 + 2v2,0,1 + 6v2,1,1 + 5v2,2,1 + 3v3,−3,1+

+ 5v3,−2,1 + 8v3,−1,1 + 9v3,0,1 + 7v3,1,1 + 9v3,2,1+

+ 3v3,3,1 + 2v0,0,2 + 3v1,−1,2 + 8v1,0,2 + 4v1,1,2+

+ 6v2,−2,2 + 2v2,−1,2 + 6v2,0,2 + 4v2,1,2 + 3v2,2,2+

+ 3v3,−3,2 + 8v3,−2,2 + 3v3,−1,2 + 2v3,0,2 + 7v3,1,2 + 9v3,2,2 + 5v3,3,2, (5)

vn,m,k(r, θ,φ) = jn
(︁
µ̇k

nr
)︁

Ym
n (θ,φ).

Задача (4) является частным случаем общей задачи (1) с r0 = 1, α = 1 и T0, записанным в (5). Эта
задача имеет аналитическое решение:

un,m,k(r, θ,φ, t) = exp
(︂
−
(︁
µ̇k

n

)︁2
t
)︂

vn,m,k(r, θ,φ) = exp
(︂
−
(︁
µ̇k

n

)︁2
t
)︂

jn
(︁
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)︁

Ym
n (θ,φ),

Tan(r, θ,φ, t) =
2∑︁

k=1

3∑︁
n=0

n∑︁
m=−n

Cn,m,kun,m,k(r, θ,φ, t).

На рис. 3 представлены отдельные кадры из сгенерированной программой визуализации.
На трех графиках изображены изотермы решений, т. е. линии уровня. Используется 31 уровень,

распределенный равномерно от минимального до максимального в начальном условии. Зеленые линии
уровня представляют численное решение, красные – аналитическое.

Верхний график (φ, θ) является полной разверткой поверхности шара. Нижний левый график
(x,y) является ортогональной проекцией поверхности шара на плоскость Oxy, нижняя полусфера по-
казана более тускло.

Нижний правый график (x,y) является сечением шара плоскостью Oxy. Аналитические функ-
ции являются линейной комбинацией «первых» 32 (n = 0,1,2,3; m = −n...n; k = 1,2) собственных
функций уравнения теплопроводности с коэффициентами из [0,10).

Качество сетки определяет количество расчетных точек вдоль радиуса Nr , разбиение вдоль
других направлений определяется1: Nθ = ⌊πNr⌋, Nφ = ⌊2πNr⌋ для формирования квазиравномерной
сетки с ∆r ≈ ∆θ ≈ ∆φ.
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а) t = 0.0 б) t = 0.5

в) t = 1.0 г) t = 2.0

д) t = 3.0 е) t = 4.0

Рис. 3. Визуализация результатов вычислительного эксперимента. Представлены отдельные кадры
на моменты времени, наиболее близкие к указанным.

На кадре выводятся сетка и шаг по времени, максимальная абсолютная погрешность и относи-
тельная погрешность в точке, где достигается максимальная абсолютная погрешность. Для вычисли-
тельного эксперимента на рис. 3 использовались следующие параметры: ∆r = 0.1, ∆t = 0.2.

Также проведена серия вычислительных экспериментов без визуализации для эмпирической
установки порядка сходимости методом Рунге использованного численного метода с разными схе-
мами: полностью неявной и схемой Кранка-Николсона. Погрешность рассчитывается для различных

1 ⌊x⌋ означает целую часть числа x.
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комбинаций шага по сетке ∆r ≈ ∆θ ≈ ∆φ и шага по времени ∆t при общей длительности t = 0.3.
В качестве погрешности используется максимальная абсолютная погрешность во всей расчетной обла-
сти за все расчетное время, ∆ = max

B, 0<t≤0.3
|T −Tan|. Графики погрешности в зависимости от частоты

разбиения сетки и шага по времени представлены в виде поверхностей на рис. 4.

Рис. 4. Абсолютные погрешности схем метода контрольного объема для тестовой задачи в
зависимости от двух параметров: ∆r,∆t. Синяя поверхность — полностью неявная схема,

оранжевая поверхность — схема Кранка-Николсона

По виду поверхностей можно сделать несколько выводов. Полностью неявная схема дает мень-
шую погрешность для грубых сеток (большое ∆r). Обе схемы имеют второй порядок сходимости по
пространственной координате. По времени полностью неявная схема имеет первый, а схема Кранка-
Николсона — второй порядок сходимости.

Особенности программной реализации
В реализации программы использовалось несколько распространенных библиотек Python. С

помощью matplotlib выполнена математическая визуализация, из scipy брались реализации спе-
циальных функций (Бесселя, сферические), а также метод Брента [6] для нахождения корней уравнения
(3). Функции numpy для работы с многомерными массивами реализованы на более низкоуровневом
языке Си, а декораторы numba переводят код Python в машинный код во время выполнения, поэтому
комбинация этих библиотек позволила значительно повысить производительность программы.

Заключение
На языке программирования Python реализован алгоритм численного метода контрольного объ-

ема для решения поставленного класса трехмерных начально-краевых задач теплопроводности в шаре
с использованием средств библиотек Python. Для сферической сетки выведены расчетные формулы
коэффициентов дискретного аналога с использованием полностью неявной схемы и схемы Кранка-
Николсона. Сделаны выводы о порядке сходимости метода с полностью неявной схемой и схемой
Кранка-Николсона на основе отличия численного решения от аналитического. Построена визуализация
динамики численного и аналитического решений во времени с использованием средств визуализации
Python.
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