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Аннотация: в работе моделируется движение частицы в поле с несимметричным потенциалом.
Рассматриваются вопросы визуализации потенциала, способов наглядного отображения траектории
частицы. Приводятся результаты визуализации, полученные с помощью библиотеки MathGL. Затра-
гиваемая тематика актуальна при математическом моделировании задач гидродинамики, фильтрации,
задач о взаимодействии заряженных частиц с веществом.
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Abstract: the study simulates the motion of a particle in an asymmetric potential field. We considered
the potential visualization and approaches to the particle trajectory rendering. The visualizations with the
MathGL library are presented. This study is relevant for the simulation problems in hydrodynamics, filtration,
of and charged particles to matter interaction.
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Моделирование траекторий частиц, движущихся в поле сил с непрерывным потенциалом, ши-
роко применяется при решении задач взаимодействия пучков заряженных частиц с веществом. Извест-
но, что при облучении кристаллов (кремний, германий, алмаз и др.) пучками быстрых заряженных
частиц могут наблюдаться ориентационные эффекты: эффект каналирования, эффект теней [1]. Ори-
ентационные эффекты известны и изучаются давно, см., например, обзор 1998 года [2] или работу
2003 года [3]. Интерес к ориентационным эффектам вызван различными возможностями их практиче-
ского применения. Например, эффект каналирования применяется для отклонения пучков заряженных
частиц изогнутыми кристаллами или для определения расположения примесных атомов в кристал-
лической решетке. Этот интерес не угасает и в настоящее время. Так, в работе 2008 года [4] экспе-
риментально изучается отклонение пучка протонов изогнутым кристаллом кремния, а в работе 2012
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года [5] приводятся результаты математического моделирования того же эксперимента. Для ряда прак-
тических задач эффект каналирования может играть отрицательную роль. Например, может вносить
существенную погрешность в работу детекторов заряженных частиц, которые используются в установ-
ках, описанных в [6–9].

При каналировании налетающая на кристалл частица влетает в кристаллическую решетку под
небольшим углом к кристаллографическим плоскостям1 или осям2, и в результате взаимодействия
потенциала частицы с усреденным потенциалом атомной плоскости (оси) движение частицы ориен-
тируется вдоль направления плоскостного (осевого) канала, и частица проходит в кристалле-мишени
значительно большее расстояние, чем при других углах влета.

Следует упомянуть также возможное приложение исследуемых ориентационных эффектов к за-
дачам электродинамики. При движении электронов по кристаллической решетке в присутствии уско-
ряющего электрического поля происходит постоянное рассеяние электронов на неоднородностях ре-
шетки, приводящее к потере ими импульса. Превращение энергии движения электронов в энергию ко-
лебания решетки приводит к ее нагреву и формирует электрическое сопротивление. Известно (с 1968
года), что в бездефектных кристаллах при низких температурах на первый план выходят электрон-
электронные столкновения, в результате которых импульс не передается решетке, а поток электронов
движется по гидродинамическим законам [10]. В перспективе это может стать одним из механизмов
достижения сверхпроводимости. Исследования в данном направлении актуальны и публикуются до
сих пор [11].

Рассмотрим несимметричный потенциал следующего вида:

Φ(x1, x2, x3) = −3
2

+ (sin x1 cos x2 + sin x2 cos x3 + sin x3 cos x1) . (1)

Рис. 1. Визуализация эквипотенциалей для Φ(x1, x2, x3)

Обозначим x⃗ = (x1, x2, x3), v⃗ = (v1, v2, v3),

v1 = sin x2 − cos x3, v2 = sin x3 − cos x1, v3 = sin x1 − cos x2. (2)

Поле скоростей (2) удовлетворяет стационарному уравнению Эйлера (⃗v · ∇v⃗) = −∇Φ и урав-
нению неразрывности для несжимаемой жидкости ∇ · v⃗ = 0.

1 Плоскостное каналирование.
2 Осевое каналирование.
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Будем численно решать задачу Коши:

dx⃗
dt

= v⃗, (3)

используя метод Эйлера и задавая различные начальные условия x⃗0.
Как видно из выражения (1) и рис. 1, потенциал меняется периодически по каждому из на-

правлений координат x1, x2, x3, с периодом 2π. Изображение эквипотенциалей на рис. 1 позволяет
составить представление о структуре потенциала. Отметим, что потенциал (1) периодически меняет-
ся в любом направлении, за исключением отдельных прямых, вдоль которых значения потенциала
постоянны, причем потенциал вдоль этих прямых принимает свои максимальные или минимальные
значения. На рис. 1 можно видеть четыре «дыры» между поверхностями эквипотенциалей. Соответ-
ственно, прямые с максимальным значением потенциала окружены эквипотенциалями красного цвета,
а с минимальным — синего.

x⃗0 = (π/2, π/6, 0) x⃗0 = (0,−3/2, 0)

Рис. 2. Скриншоты из видеороликов визуализации фрагмента траектории на фоне контуров
потенциала Φ на срезе по координате, по которой происходит углубление траектории частицы

(здесь — по x1), для двух разных траекторий

На рисунках 2–7 приведена визуализация результатов расчетов. Визуализация построена сред-
ствами библиотеки MathGL [12].

Как видно из рисунков, траектория частицы выглядит как некая геометрическая фигура, ко-
торая плавно вращается и одновременно удаляется от начальной точки x⃗0 (или «углубляется» в рас-
четную область). При разных начальных значениях характер таких фигур разный: от остроугольных
треугольников до округлых лепестков.

Хорошо показал себя следующий метод визуального анализа. Изображаются контуры потенци-
ала в сечении, соответствующем текущей координате траектории по тому направлению, по которому
происходит углубление траектории в расчетную область. На этом графике контуров изображается те-
кущая точка траектории, а также «хвост» из нескольких предыдущих точек траектории. Из последо-
вательности построенных таким образом изображений формируется видеоролик, который позволяет
отследить траекторию на фоне потенциала в динамике, см. рис. 2.

Траектории, изображенные на рисунках 3 и 4 для x⃗0 = (π/6,π/6, 0) и x⃗0 = (π/2,π/6, 0) со-
ответственно, имеют качественно схожий характер и отличаются тем, что углубление траектории в
расчетную область происходит в первом случае в сторону отрицательных значений координаты x2, а
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Рис. 3. Решение задачи (3) для начальных условий x⃗0 = (π/6,π/6, 0). Tmax = 300, dt = 10−5. Цвет
траектории меняется от темно-синего при t = 0 до темно-красного при t = Tmax

Рис. 4. Решение задачи (3) для начальных условий x⃗0 = (π/2,π/6, 0). Tmax = 300, dt = 10−5. Цвет
траектории меняется от темно-синего при t = 0 до темно-красного при t = Tmax
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во втором случае — в отрицательные значения координаты x1. Проекция траектории на плоскость, пер-
пендикулярную к направлению углубления, в обоих случаях напоминает прецессирующий треугольник
со слегка закругленными углами. Колебания координат в такой плоскости — поперечные колебания —
не выходят за пределы некоторой области, размеры которой не превышают периодов потенциала (1).
Кроме того, такие траектории не попадают в центральную область и, можно сказать, своим движением
описывают своего рода «стенки трубы».

Для начальных условий x⃗0 = (0,−3/2, 0) характер поперечных колебаний меняется: они при-
обретают форму прецессирующих округлых лепестков. Поперечные колебания в этом случае имеют
меньший размах, а траектория своим движением теперь описывает не «трубу», а скорее заполненный
цилиндр, рис. 5.

Если траектория попадает в окрестность прямой, вдоль которой потенциал принимает мак-
симальное или минимальное значение («дыры» на рис. 1), то характер траектории существенно от-
личается от рассмотренных выше случаев. Здесь не получается выделить «направление углубления»
траектории и «поперечные колебания», здесь траектория может существенно выходить за границы
периодов (1) по любому из направлений, см. рис. 6.

Рис. 5. Решение задачи (3) для начальных условий x⃗0 = (0,−3/2, 0). Tmax = 1000, dt = 10−5. Цвет
траектории меняется от темно-синего при t = 0 до темно-красного при t = Tmax

Заключение
Как показывают представленные в работе результаты моделирования, применение данного

несимметричного потенциала позволяет получать эффекты, сходные с известными ориентационны-
ми эффектами взаимодействия пучков заряженных частиц с кристаллами. Возможность применения
данного потенциала для моделирования как динамики частиц, так и гидродинамики делает рассмат-
риваемую тему весьма интересной и актуальной. Структура потенциала, сложная для визуального
анализа, требует дальнейших исследований в области визуализации решений для задач такого рода.
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Рис. 6. Решение задачи (3) для начальных условий x⃗0 = (π/6,π/6,π/8). Tmax = 300, dt = 10−5. Цвет
траектории меняется от темно-синего при t = 0 до темно-красного при t = Tmax
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