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Аннотация: для модели неидеальной магнитной гидродинамики в рамках метода контрольно-
го объема рассматривается вариант схемы дискретизации уравнения индукции магнитного поля. Для
дискретизации уравнения индукции используется алгоритм ограниченного переноса, обеспечивающий
соленоидальность численного решения. Приводится подробный вывод дискретного аналога уравнения
индукции в произвольных ортогональных криволинейных координатах для смещённых структуриро-
ванных расчетных сеток. Конвективные потоки в уравнении индукции аппроксимируются по противо-
поточной схеме с квадратичной интерполяцией с использованием метода отложенной коррекции.
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Abstract: a discretization scheme of the magnetic field induction equation is considered for the model
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Введение
С середины 90-х годов XX века разработано достаточно большое количество программных

комплексов (MagIC, UCSC Code, Calypso, ETH code, GeoFEM и т. д.) [1–5] для математического мо-
делирования геодинамо, с помощью которых получен ряд наблюдаемых характеристик геомагнитного
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поля. Полученные результаты позволили существенно продвинуться в понимании процессов, форми-
рующих магнитное поле Земли. Тем не менее необходимо отметить, что в многочисленных исследова-
ниях [1, 6–8], проведенных с использованием вышеупомянутых программных комплексов, изучались,
в основном, квазиламинарные режимы течений, что оставляет вопросы о реалистичности полученных
результатов.

В кодах для моделирования геодинамо реализована математическая модель магнитогидродина-
мической естественной конвекции вязкой несжимаемой жидкости во вращающемся сферическом слое,
и, как правило, для численного решения используются спектральные и псевдоспектральные методы
[1–8]. Широкое использование спектральных и псевдоспектральных методов обусловлено тем, что для
сферической геометрии они предпочтительней с точки зрения скорости сходимости и вычислитель-
ной эффективности по сравнению с локальными методами (конечно-разностные, конечно-объемные,
конечно-элементные методы) [4, 9]. Несмотря на это, локальные методы обладают рядом преимуществ,
например, таких как: возможность расчета в областях со сложной геометрической формой и использо-
вание широкого спектра моделей турбулентности, т.е. в этом смысле локальные методы являются более
универсальными. В настоящее время существует ряд работ, посвященных созданию численных мето-
дов и программного обеспечения для решения задач геодинамо [4, 9] в рамках локальных подходов.

При использовании локальных методов одна из основных проблем — это получение численного
решения уравнения индукции, удовлетворяющего сеточному уравнению неразрывности. Существуют
различные подходы для обеспечения бездивергентности магнитного поля: использование векторного
потенциала [10]; метод искусственного скалярного потенциала [11–12]; введение в уравнение индукции
градиента псевдодавления [9, 13–16]; метод Пауэлла, который широко применяется в астрофизических
приложениях и основан на записи уравнений в форме, допускающей существование магнитных моно-
полей [17]; алгоритм ограниченного переноса, основанный на использовании интегральной формы за-
кона электромагнитной индукции Фарадея [11, 13, 18]. Перечисленные методы устранения численного
магнитного заряда не являются универсальными и обладают своими преимуществами и недостатками.
Например, коррекция магнитного поля в методе скалярного потенциала нелокальна и поэтому локаль-
ные ошибки в дивергенции магнитного поля могут мгновенно распространяться на всю область [19].
Другие методы, например, метод Пауэлла, не являются, строго говоря, консервативными.

Результаты, представленные в данной статье, являются продолжением работ авторов по разра-
ботке и модификации численных методов решения задач магнитной гидродинамики (МГД) и созданию
программного обеспечения для моделирования геодинамо [20–21]. В настоящей работе рассмотрена
схема дискретизации уравнения индукции магнитного поля, разработанная в рамках метода контроль-
ного объема [22–23] и использующая алгоритм ограниченного переноса [18]. Дискретный аналог урав-
нения индукции записывается для смещённых структурированных расчетных сеток в произвольных
ортогональных криволинейных координатах.

Дискретизация расчетной области

Будем считать, что расчетная область G — это ограниченная область в трехмерном простран-
стве, в которой введены произвольные ортогональные координаты — {xα} (здесь и далее греческие
индексы принимают значения 1, 2, 3 и определяют номер координаты точки или компоненты векто-
ра); {eα} — соответствующий правый ортонормированный базис, {Hα} — коэффициенты Ламе. Пусть
область G можно разбить системой координатных поверхностей на непересекающиеся подобласти
(контрольные объемы) D(i) := Di1i2i3 (iα = 1, . . . ,nα), nα — количество координатных поверхностей
вдоль направления xα, здесь и далее набор индексов (i1, i2, i3) кратко обозначается (i). Пусть P(i) —
точка, находящаяся в геометрическом центре контрольного объема D(i). Сеточные значения компо-
нент магнитного поля будем определять в точках на гранях контрольных объемов, т.е. использовать
дискретизацию на смещённых (разнесённых) структурированных расчетных сетках [11]. Для дискрети-
зации уравнения индукции на смещённых сетках удобно использовать точки с целыми и полуцелыми
индексами, полагая, что расчетные точки с одним полуцелым индексом находятся в центрах граней
контрольных объемов, расчетные точки с двумя полуцелыми индексами находятся в центрах рёбер
контрольных объемов, а расчетные точки с тремя полуцелыми индексами находятся в вершинах кон-
трольных объемов. Для описания смещённой расчетной сетки с использованием целых и полуцелых
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индексов введем операторы сдвига, действующие на наборах индексов:

hk
α(i) := hk

α(i1, i2,i3) =
(︁
hk
α(i1), h

k
α(i2), h

k
α(i3)

)︁
, (1)

hk
α(iβ) := iβ +

k
2
δαβ, (2)

где δαβ – символ Кронекера, верхний индекс k принимает значения во множестве целых чисел и
определяет направление и величину сдвига индекса iβ по направлению xα. Операторы сдвига очевидно
коммутируют друг с другом.

Введём следующие компактные обозначения для точек смещённой расчетной сетки:
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Нижние греческие индексы в квадратных скобках определяют направление смещения по расчёт-
ной сетке, а индексы над ними – величину сдвига по соответствующему направлению. Для сеточных
значений зависимых и независимых переменных вводятся следующие обозначения:
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где f — произвольная переменная или элемент расчётной сетки (координата точки, длина ребра и т.д.).
Аналогичные обозначения вводятся для суммы и произведения сеточных значений функций, например,
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В рамках введенных обозначений, если k = ±1, то точки P
[︀
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— это вершины контрольного объема D(i).

Дискретный аналог уравнения индукции магнитного поля
В МГД [24] уравнение индукции можно записать в виде:

∂B
∂t

− rot (u × B) + νmrot rot B = 0. (3)

Здесь: B — вектор магнитной индукции, u — скорости жидкости, t — время, νm = c2

4πσ — коэф-
фициент магнитной вязкости, c — скорость света, σ — удельная электрическая проводимость жидкости.
Из (3) непосредственно следует, что равенство нулю дивергенции B в начальный момент времени
обеспечивает соленоидальность магнитного поля и в последующие моменты времени, это свойство
решения желательно сохранить и для дискретного аналога уравнения индукции. Уравнение (3) можно
записать в форме закона электромагнитной индукции Фарадея:

∂B
∂t

= − c rot E, (4)

где E — напряженность электрического поля, которая в модели МГД имеет вид:

E = −1
c

(u × B) +
c

4πσ
rot B. (5)
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Для получения дискретного аналога в данной работе используется подход, известный в вы-
числительной магнитной гидродинамике как алгоритм ограниченного переноса (CTA — constrained
transport algorithm) [18]: уравнение (4) умножается на eα dSα dt (dSα — элемент площади на координат-
ной поверхности, ортогональной eα) и затем интегрируется по грани Sα

[︀
k
α

]︀
и по промежутку времени

[t0, t]. При вычислении поверхностного интеграла используются теорема Стокса и интегральная тео-
рема о среднем. При интегрировании по времени в данной работе использована полностью неявная
схема [23, 24]. В результате дискретный аналог уравнения индукции (3) записывается в виде:
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— сеточное значение компонент индукции магнитного поля Bα на текущем временном слое
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; δt = t−t0 — шаг по времени; εαβγ — символ Леви-Чивиты.

Дискретный аналог уравнения неразрывности
Сеточные значения divB вычисляются в центрах контрольных объемов D(i) по формуле:
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где δV(i) — объем D(i), внешняя нормаль на грани Sα
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— n = k eα. Правая часть (7) — это поток B
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Сумма в круглых скобках в правой части (8) симметрична по индексам α и β, и, следовательно,
её свертка с символом Леви-Чивиты равна нулю, т.е.

DIV B |P(i)
= 0. (9)

Таким образом, решение дискретного аналога уравнения индукции (8) удовлетворяет сеточно-
му уравнению неразрывности (9) на текущем временном слое, при условии, что B0 соленоидально на
предыдущем временном слое, т.е. DIV B0

⃒⃒
P(i)

= 0.

Аппроксимация плотности тока проводимости
Следуя [18], напряженность электрического поля (5) можно записать в виде суммы:
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c (u × B) — напряженность, обусловленная движением проводящей среды, а j = c

4πrot B —
плотность тока проводимости. Сначала разберем вопрос об аппроксимации плотности тока проводи-
мости. Для этого рассмотрим координатную поверхность, ортогональную оси xγ и проходящую через
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P
[︁
p
β

k±1
α

]︁
находятся в центрах граней контрольных объемов, и в них вычисляются соответствующие

сеточные значения компонент Bα

[︁
p±1
β

k
α

]︁
, Bβ

[︁
p
β

k±1
α

]︁
вектора магнитной индукции. Часть координат-

ной поверхности xγ = const внутри построенного контура обозначим S̃γ

[︁
p
β

k
α

]︁
, тогда сам контур будет

её краем ∂S̃γ

[︁
p
β

k
α

]︁
. Для равномерной по направлениям xα и xβ сетки точка P

[︁
p
β

k
α

]︁
находится в цен-

тре S̃γ

[︁
p
β

k
α

]︁
. Введем обозначения: δS̃γ

[︁
p
β

k
α

]︁
— площадьS̃γ

[︁
p
β

k
α

]︁
; δl̃α

[︁
p±1
β

k
α

]︁
, δl̃β

[︁
p
β

k±1
α

]︁
— длины сторон

контура ∂S̃γ

[︁
p
β

k
α

]︁
.

Сеточное значение компоненты плотности тока проводимости jγ
[︁
p
β

k
α

]︁
в центре ребра lγ

[︁
p
β

k
α

]︁
получим с использованием формулы Стокса для rot B при интегрировании по S̃γ

[︁
p
β

k
α

]︁
:

jγ
[︁
p
β

k
α

]︁
=

c
4π

δS̃−1
γ

[︁
p
β

k
α

]︁ 3∑︁
λ, ρ=1

εγλρ
∑︁

q=−1, 1

q (Bρ δl̃ρ)
[︁
q
λ

p
β

k
α

]︁
. (11)

Заметим, что ненулевой вклад в правую часть (11) дадут только те слагаемые, у которых индексы λ
и ρ совпадают с α или β, поскольку должно выполняться условие α ̸= β ̸= γ, эти слагаемые будут

содержать Bα

[︁
p±1
β

k
α

]︁
δl̃α

[︁
p±1
β

k
α

]︁
, Bβ

[︁
p
β

k±1
α

]︁
δl̃β

[︁
p
β

k±1
α

]︁
.

Вычислим вклад тока проводимости в правую часть дискретного аналога уравнения индукции
(6):

− c
σ

3∑︁
β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p (jγ δlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
. (12)

Подстановка jγ
[︁
p
β

k
α

]︁
из (11) в (12) дает:

− c
σ

3∑︁
β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p (jγ δlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
=

= −νm

3∑︁
β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p δlγ
[︁
p
β

k
α

]︁
δS̃−1

γ

[︁
p
β

k
α

]︁ ⎛⎝ 3∑︁
λ, ρ=1

εγλρ
∑︁

q=−1, 1

q (Bρ δl̃ρ)
[︁
q
λ

p
β

k
α

]︁⎞⎠ =

= −
3∑︁

β, γ=1

εαβγ
∑︁

p,q=−1,1

pq
(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁ 3∑︁
λ, ρ=1

εγλρ
(︀
Bρ δl̃ρ

)︀ [︁q
λ

p
β

k
α

]︁
=

= −
3∑︁

β, γ=1

εαβγ
∑︁

p,q=−1,1

pq
(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁ {︁
εγαβ

(︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁q
α

p
β

k
α

]︁
+ εγβα

(︀
Bα δl̃α

)︀ [︁q
β

p
β

k
α

]︁}︁
=

= −
3∑︁

β, γ=1

εαβγ
∑︁

p,q=−1,1

pq
(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁ {︁
εγαβ

(︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁p
β

k+q
α

]︁
+ εγβα

(︀
Bα δl̃α

)︀ [︁p+q
β

k
α

]︁}︁
=

=
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p,q=−1,1

pq
(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁ {︁ (︀
Bα δl̃α

)︀ [︁p+q
β

k
α

]︁
−

(︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁p
β

k+q
α

]︁ }︁
.
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Следовательно, вклад тока проводимости (12) можно записать в виде суммы двух слагаемых:

− c
σ

3∑︁
β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p (jγ δlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
=

=
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p,q=−1,1

pq
(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁ (︀
Bα δl̃α

)︀ [︁p+q
β

k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p,q=−1,1

(−pq)
(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁ (︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁p
β

k+q
α

]︁
. (13)

Введем коэффициенты диффузии, которые вычисляются в центрах рёбер lγ
[︁
p
β

k
α

]︁
контрольного

объёма D(i):

dγ
[︁

p
β

k
α

]︁
:=

(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁
, (α ̸= β ̸= γ, p, k ∈ {−1, 1}), (14)

и рассмотрим каждое слагаемое в выражении (13) по отдельности. Первое слагаемое в правой части
(13) запишем в виде:

3∑︁
β, γ = 1

(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p,q=−1,1

pq
(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁ (︀
Bα δl̃α

)︀ [︁p+q
β

k
α

]︁
=

= −
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p=−1,1

dγ
[︁
p
β

k
α

]︁ (︀
Bα δl̃α

)︀ [︁k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p=−1,1

dγ
[︁

p
β

k
α

]︁ (︀
Bα δl̃α

)︀ [︁2p
β

k
α

]︁
. (15)

Второе слагаемое в правой части (13) обозначим Ω
j
α

[︀
k
α

]︀
и запишем в виде:

Ωj
α

[︁
k
α

]︁
= −

3∑︁
β, γ = 1

(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p,q=−1,1

pq
(︁
νm δlγδS̃−1

γ

)︁ [︁
p
β

k
α

]︁ (︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁p
β

k+q
α

]︁
=

= −
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p=−1,1

pk d̃γ
[︁

p
β

k
α

]︁ (︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁p
β

2k
α

]︁
−

−
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p=−1,1

p(−k) d̃γ
[︁

p
β

k
α

]︁ (︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁p
β

]︁
=

= k
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p=−1,1

p d̃γ
[︁

p
β

k
α

]︁ {︁ (︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁p
β

]︁
−

(︀
Bβ δl̃β

)︀ [︁p
β

2k
α

]︁}︁
. (16)
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Ω
j
α

[︀
k
α

]︀
содержит восемь сеточных значений компонент индукции магнитного поля: Bβ

[︁
p
β

]︁
, Bβ

[︁
p
β

2k
α

]︁
,

(β = 1, 2, 3, β ̸= α, p = ±1). Таким образом, вклад тока проводимости в правую часть уравнения
индукции (6) можно записать в виде:

− c
σ

3∑︁
β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p (jγ δlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
=

= −
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p=−1,1

dγ
[︁
p
β

k
α

]︁ (︀
Bα δl̃α

)︀ [︁k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p=−1,1

dγ
[︁

p
β

k
α

]︁ (︀
Bα δl̃α

)︀ [︁2p
β

k
α

]︁
+ Ωj

α

[︁
k
α

]︁
. (17)

Аппроксимация конвективной составляющей напряженности электрического поля с ис-
пользованием схемы QUICK и метода отложенной коррекции

В данной работе для аппроксимации конвективных потоков в уравнении индукции использо-
вана противопоточная схема с квадратичной интерполяцией QUICK [23, 25] в комбинации с методом
отложенной коррекции [23, 26] для улучшения устойчивости, скорости сходимости и устранения воз-
можных нефизических осцилляций решения.

Учитывая, что Ẽγ = −1
c

3∑︀
τ,ρ=1

εγτρuτBρ, вычислим вклад Ẽ в правую часть уравнения (6):

−c
3∑︁

β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p Ẽγ

[︁
p
β

k
α

]︁
δlγ

[︁
p
β

k
α

]︁
=

3∑︁
β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p
3∑︁

τ,ρ=1

εγτρ(uτBρ)
[︁
p
β

k
α

]︁
δlγ

[︁
p
β

k
α

]︁
=

=
3∑︁

β, γ=1

∑︁
p=−1, 1

p
3∑︁

τ,ρ=1

εαβγεγτρ(uτBρδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
=

=
3∑︁

β, γ=1

∑︁
p=−1, 1

p
(︁
εαβγεγαβ(uαBβδlγ)

[︁
p
β

k
α

]︁
+ εαβγεγβα(uβBαδlγ)

[︁
p
β

k
α

]︁)︁
=

= −
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p(uβBαδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
+

3∑︁
β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p(uαBβδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
. (18)

Схему QUICK для неравномерной сетки можно записать следующим образом:

FΦ(x) = F (Θ(F)Φb + Θ(−F)Φc)+

+ F {Θ(F) (ka(Φa − Φb) + kc(Φc − Φb)) + Θ(−F) (kb(Φb − Φc) + kd(Φd − Φc)) } , (19)

где Θ(F) =
{︂

0,F < 0
1,F ≥ 0

— функция Хевисайда. Сеточные значения зависимой переменной Φ в (19)

вычисляются в точках a < b < c < d и равны соответственно: Φa, Φb, Φc, Φd. Точка x, в которой
аппроксимируется конвективный поток FΦ(x), лежит на отрезке [b, c] координатной линии xβ. Коэф-
фициенты в (19) вычисляются по формулам:

ka =
(x − b)(x − c)
(b − a)(c − a)

, kc =
(x − b)(x − a)
(c − b)(c − a)

, kb =
(x − c)(x − d)
(c − b)(d − b)

, kd =
(x − c)(x − b)
(d − c)(d − b)

. (20)
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Введем функцию:

f βQ (Φ(x)) = Θ(F) (ka(Φa − Φb) + kc(Φc − Φb)) + Θ(−F) (kb(Φb − Φc) + kd(Φd − Φc)) , (21)

где верхний индекс указывает координатную линию, вдоль которой осуществляется аппроксимация.
Тогда (19) запишется в виде:

FΦ(x) = F (Θ(F)Φb + Θ(−F)Φc) + F f βQ (Φ(x)) . (22)

Полагая в (21) и (22) F = uβ
[︁
p
β

k
α

]︁
, Φ(x) = Bα

[︁
p
β

k
α

]︁
, Φa = Bα

[︁
p−3
β

k
α

]︁
, Φb = Bα

[︁
p−1
β

k
α

]︁
,

Φc = Bα

[︁
p+1
β

k
α

]︁
, Φd = Bα

[︁
p+3
β

k
α

]︁
, получим следующую аппроксимацию потоков (uβBα)

[︁
p
β

k
α

]︁
в (18):

(uβBα)
[︁
p
β

k
α

]︁
=

uβ
[︁
p
β

k
α

]︁ (︁
Θ
(︁
uβ

[︁
p
β

k
α

]︁)︁
Bα

[︁
p−1
β

k
α

]︁
+ Θ

(︁
−uβ

[︁
p
β

k
α

]︁)︁
Bα

[︁
p+1
β

k
α

]︁ )︁
+ uβ

[︁
p
β

k
α

]︁
f βQ

(︁
Bα

[︁
p
β

k
α

]︁)︁
, (23)

где

f βQ
(︁
Bα

[︁
p
β

k
α

]︁)︁
= Θ

(︁
uβ

[︁
p
β

k
α

]︁ )︁ (︁
ka

(︁
Bα

[︁
p−3
β

k
α

]︁
− Bα

[︁
p−1
β

k
α

]︁)︁
+ kc

(︁
Bα

[︁
p+1
β

k
α

]︁
− Bα

[︁
p+3
β

k
α

]︁)︁)︁
+

+ Θ
(︁
−uβ

[︁
p
β

k
α

]︁ )︁ (︁
kb

(︁
Bα

[︁
p−1
β

k
α

]︁
− Bα

[︁
p+1
β

k
α

]︁)︁
+ kd

(︁
Bα

[︁
p+3
β

k
α

]︁
− Bα

[︁
p+1
β

k
α

]︁)︁)︁
. (24)

Коэффициенты ka, kb, kc, kd в (24) получаются по формулам (20) подстановками: x = xβ
[︁
p
β

]︁
, a =

xβ
[︁
p−3
β

]︁
, b = xβ

[︁
p−1
β

]︁
, c = xβ

[︁
p+1
β

]︁
, d = xβ

[︁
p+3
β

]︁
.

Таким образом, по схеме QUICK первое слагаемое в правой части (18) записывается в виде:

−
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p(uβBαδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
=

3∑︁
β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

(︁
(uβBαδlγ)

[︁
−1
β

k
α

]︁
− (uβBαδlγ)

[︁
1
β

k
α

]︁)︁
=

= Bα

[︁
k
α

]︁ 3∑︁
β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

(︁
Θ
(︁
−uβ

[︁
−1
β

k
α

]︁)︁
(uβδlγ)

[︁
−1
β

k
α

]︁
− Θ

(︁
uβ

[︁
1
β

k
α

]︁)︁
(uβδlγ)

[︁
1
β

k
α

]︁ )︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

(︁
Θ
(︁
uβ

[︁
−1
β

k
α

]︁)︁
(uβδlγ)

[︁
−1
β

k
α

]︁
Bα

[︁
−2
β

k
α

]︁
− Θ

(︁
−uβ

[︁
1
β

k
α

]︁)︁
(uβδlγ)

[︁
1
β

k
α

]︁
Bα

[︁
2
β

k
α

]︁ )︁
−

−
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p(uβδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
f βQ

(︁
Bα

[︁
p
β

k
α

]︁)︁
=

= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

pΘ
(︁
puβ

[︁
p
β

k
α

]︁ )︁
(uβδlγ)

[︁
p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

pΘ
(︁
puβ

[︁
−p
β

k
α

]︁ )︁
(uβδlγ)

[︁
−p
β

k
α

]︁
Bα

[︁
−2p
β

k
α

]︁
+
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+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)(uβδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
f βQ

(︁
Bα

[︁
p
β

k
α

]︁)︁
=

= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

pΘ
(︁
puβ

[︁
p
β

k
α

]︁ )︁
(uβδlγ)

[︁
p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)Θ
(︁
−puβ

[︁
p
β

k
α

]︁ )︁
(uβδlγ)

[︁
p
β

k
α

]︁
Bα

[︁
2p
β

k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)(uβδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
f βQ

(︁
Bα

[︁
p
β

k
α

]︁)︁

= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p
(︀
Θ(pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)
(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
Bα

[︁
2p
β

k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)Fβγ
[︁
p
β

k
α

]︁
f βQ

(︁
Bα

[︁
p
β

k
α

]︁)︁
, (25)

где введены обозначения:

Fβγ
[︁
p
β

k
α

]︁
= uβ

[︁
p
β

k
α

]︁
δlγ

[︁
p
β

k
α

]︁
, (α ̸= β ̸= γ, p ∈ {−1, 1}). (26)

Согласно методу отложенной коррекции, в матрицу системы линейных уравнений, которые
получаются в результате дискретизации по схеме QUICK, вносятся слагаемые, соответствующие ап-
проксимации по противопоточной схеме, а остальные слагаемые вносятся в источниковый член дис-
кретного аналога и рассчитываются по значениям зависимой переменной на предыдущей итерации.
Преобразуем первое слагаемое в правой части (25) в соответствии с методом отложенной коррекции:

−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p
(︀
Θ(pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
=
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= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)
(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
+

+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)
(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
−

−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p
(︀
Θ(pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
=

= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)
(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
+

+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)Fβγ
[︁
p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
. (27)

Таким образом, (25) записывается в виде:

−
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p(uβBαδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
=

= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)
(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)
(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
Bα

[︁
2p
β

k
α

]︁
+ ΩQ

α

[︁
k
α

]︁
, (28)

и первые два слагаемых в правой части (28) соответствуют схеме вверх по потоку, а остальные слага-
емые содержатся в ΩQ

α

[︀
k
α

]︀
, которое определяется по формуле:

ΩQ
α

[︁
k
α

]︁
:=

3∑︁
β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)Fβγ
[︁
p
β

k
α

]︁ (︁
Bα

[︁
k
α

]︁
+ f βQ

(︁
Bα

[︁
p
β

k
α

]︁)︁)︁
. (29)
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Аналогично, полагая в (21) и (22): F = uα
[︁
p
β

k
α

]︁
, Φ(x) = Bβ

[︁
p
β

k
α

]︁
, Φa = Bβ

[︁
p
β

k−3
α

]︁
, Φb = Bβ

[︁
p
β

k−1
α

]︁
,

Φc = Bβ

[︁
p
β

k+1
α

]︁
, Φd = Bβ

[︁
p
β

k+3
α

]︁
, получим аппроксимацию потоков (uαBβ)

[︁
p
β

k
α

]︁
в (18):

(uαBβ)
[︁
p
β

k
α

]︁
= uα

[︁
p
β

k
α

]︁ (︁
Θ
(︁
uα

[︁
p
β

k
α

]︁)︁
Bβ

[︁
p
β

k−1
α

]︁
+ Θ

(︁
−uα

[︁
p
β

k
α

]︁)︁
Bβ

[︁
p
β

k+1
α

]︁ )︁
+

+ uα
[︁
p
β

k
α

]︁
fαQ

(︁
Bβ

[︁
p
β

k
α

]︁)︁
, (30)

где

fαQ
(︁
Bβ

[︁
p
β

k
α

]︁)︁
= Θ

(︁
uα

[︁
p
β

k
α

]︁ )︁ (︁
ka

(︁
Bβ

[︁
p
β

k−3
α

]︁
− Bβ

[︁
p
β

k−1
α

]︁)︁
+ kc

(︁
Bβ

[︁
p
β

k+1
α

]︁
− Bβ

[︁
p
β

k−1
α

]︁)︁)︁
+

+ Θ
(︁
−uα

[︁
p
β

k
α

]︁ )︁ (︁
kb

(︁
Bβ

[︁
p
β

k−1
α

]︁
− Bβ

[︁
p
β

k+1
α

]︁)︁
+ kd

(︁
Bβ

[︁
p
β

k+3
α

]︁
− Bβ

[︁
p
β

k+1
α

]︁)︁)︁
. (31)

Коэффициенты ka, kb, kc, kd в (31) получаются по формулам (20) подстановками:x = xα
[︀

k
α

]︀
, a =

xα
[︀

k−3
α

]︀
, b = xα

[︀
k−1
α

]︀
, c = xα

[︀
k+1
α

]︀
, d = xα

[︀
k+3
α

]︀
.

Введем обозначение для второго слагаемого в правой части (18):

ΩF
α

[︁
k
α

]︁
:=

3∑︁
β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

p(uαBβδlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
. (32)

Тогда с учетом (30) ΩF
α

[︀
k
α

]︀
аппроксимируется по формуле:

ΩF
α

[︁
k
α

]︁
=

3∑︁
β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

pFαγ
[︁
p
β

k
α

]︁ (︁
Θ
(︁
uα

[︁
p
β

k
α

]︁ )︁
Bβ

[︁
p
β

k−1
α

]︁
+

+Θ
(︁
−uα

[︁
p
β

k
α

]︁ )︁
Bβ

[︁
p
β

k+1
α

]︁
+ fαQ

(︁
Bβ

[︁
p
β

k
α

]︁ )︁ )︁
. (33)

Таким образом, аппроксимация вклада Ẽ в уравнение индукции (6) запишется в виде:

−c
3∑︁

β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p Ẽγ

[︁
p
β

k
α

]︁
δlγ

[︁
p
β

k
α

]︁
=

= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)
(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(−p)
(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
Bα

[︁
2p
β

k
α

]︁
+ ΩQ

α

[︁
k
α

]︁
+ ΩF

α

[︁
k
α

]︁
. (34)

Окончательная форма записи дискретного аналога уравнения индукции
Запишем правую часть (6) с учетом (17) и (34):

−c
3∑︁

β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

pEγ

[︁
p
β

k
α

]︁
δlγ

[︁
p
β

k
α

]︁
=
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= − c
σ

3∑︁
β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p (jγ δlγ)
[︁
p
β

k
α

]︁
− c

3∑︁
β, γ=1

εαβγ
∑︁

p=−1, 1

p Ẽγ

[︁
p
β

k
α

]︁
δlγ

[︁
p
β

k
α

]︁
=

= −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(︁
dγ

[︁
p
β

k
α

]︁
δl̃α

[︁
k
α

]︁
− p

(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁ )︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p=−1,1

(︁
dγ

[︁
p
β

k
α

]︁
δl̃α

[︁
2p
β

k
α

]︁
− p

(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁)︁
Bα

[︁
2p
β

k
α

]︁
+

+ Ωj
α

[︁
k
α

]︁
+ ΩQ

α

[︁
k
α

]︁
+ ΩF

α

[︁
k
α

]︁
. (35)

Определим коэффициенты при Bα и источниковый член Ωα

[︀
k
α

]︀
для дискретного аналога уравнения

индукции (6) по формулам:

aαβγ
[︁
p
β

k
α

]︁
:= dγ

[︁
p
β

k
α

]︁
δl̃α

[︁
2p
β

k
α

]︁
− p

(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁
, (α ̸= β ̸= γ, p, k ∈ {−1, 1}), (36)

aα
[︁
k
α

]︁
:=

3∑︁
β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

aαβγ
[︁
p
β

k
α

]︁
, (37)

Ωα

[︁
k
α

]︁
= Ωj

α

[︁
k
α

]︁
+ ΩQ

α

[︁
k
α

]︁
+ ΩF

α

[︁
k
α

]︁
−

−

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3∑︁

β, γ = 1
α ̸= β ̸= γ

∑︁
p=−1, 1

(︁
dγ

[︁
p
β

k
α

]︁ {︁
δl̃α

[︁
k
α

]︁
− δl̃α

[︁
2p
β

k
α

]︁}︁
− p

(︀
Θ(−pFβγ)Fβγ

)︀ [︁p
β

k
α

]︁ )︁
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠Bα

[︁
k
α

]︁
. (38)

Тогда дискретный аналог уравнения индукции (6) запишется в виде:

1
δt

(︁
Bα

[︁
k
α

]︁
− B0

α

[︁
k
α

]︁)︁
δSα

[︁
k
α

]︁
= − aα

[︁
k
α

]︁
Bα

[︁
k
α

]︁
+

+
3∑︁

β, γ = 1
(α ̸= β ̸= γ)

∑︁
p=−1,1

aαβγ
[︁
p
β

k
α

]︁
Bα

[︁
2p
β

k
α

]︁
+ Ωα

[︁
k
α

]︁
, (α = 1, 2, 3, k ∈ {−1, 1}). (39)

Уравнение (39) содержит 25 сеточных значений компонент индукции магнитного поля: 9 сеточ-

ных значений Bα

[︀
k
α

]︀
, Bα

[︁
2p
β

k
α

]︁
, Bα

[︁
4p
β

k
α

]︁
(β = 1, 2, 3, β ̸= α, p = ±1) и 16 сеточных значений Bβ

[︁
p
β

k−3
α

]︁
,

Bβ

[︁
p
β

k−1
α

]︁
, Bβ

[︁
p
β

k+1
α

]︁
, Bβ

[︁
p
β

k+3
α

]︁
(β = 1, 2, 3, β ̸= α, p = ±1). Сеточные значения компонент вектора

индукции, входящие в источниковый член Ωα

[︀
k
α

]︀
согласно методу отложенной коррекции, берутся с

предыдущей итерации.

Заключение
Представлена разработанная в рамках метода контрольного объема численная схема дискрети-

зации уравнения индукции магнитного поля в модели неидеальной магнитной гидродинамики. Для
дискретизации уравнения индукции использован алгоритм ограниченного переноса, обеспечивающий
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соленоидальность численного решения. Конвективные потоки в уравнении индукции аппроксимирова-
ны по схеме QUICK в комбинации с методом отложенной коррекции, что дает второй порядок аппрок-
симации по пространственным переменным на равномерной сетке. Предложенная в статье численная
схема реализована для сферических координат в разрабатываемом авторами МГД-коде для математиче-
ского моделирования геодинамо. Программный код разработан с использованием технологии CUDA,
набора расширений к языку программирования Фортран (CUDA Fortran) и адаптирован для гибридных
вычислительных систем с графическими процессорами. Результаты тестов разработанного кода [27] де-
монстрируют достаточно точное соответствие эталонным решениям задачи моделирования геодинамо
с вакуумными и псевдовакуумными граничными условиями [2–4], полученным с помощью спектраль-
ных и псевдоспектральных методов. В частности, отклонение от эталонных значений средней кине-
тической и магнитной энергии составляет менее одного процента на расчетных сетках, содержащих
980000 контрольных объемов в сферическом слое.
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