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Аннотация: показано, что как произведение дифференциалов независимых переменных, так
и произведение частных производных функции многих (нескольких) переменных преобразуются как
кососимметрическая форма с одним и тем же определителем Якоби при переходе от одной системы
координат к другой.
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Известно, что инвариантность формы первого дифференциала функции многих (нескольких)
переменных в разных системах координат достигается с помощью дополнительного условия, соглас-
но которому дифференциалы независимых переменных преобразуются как компоненты контравари-
антного вектора, а частные производные преобразуются как компоненты ковариантного вектора (см.,
например, [1–4]). Сперва рассмотрим функцию двух независимых переменных

f = f (u.v), (1)

где {︂
u = u(x,y),
v = v(x,y).

Тогда {︂
du = uxdx + uydy,
dv = vxdx + vydy,

(2)

где ux = ∂u
∂x , uy = ∂u

∂y , vx = ∂v
∂x , vy = ∂v

∂y .
Запишем систему уравнений (2) в виде(︂
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)︂(︂
du
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)︂
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(︂
ux uy
vx vy

)︂(︂
1 0
0 1

)︂(︂
dx
dy

)︂
, (3)

где J =
(︂

ux uy
vx vy

)︂
— матрица Якоби.

Видно, что (︂
1 0
0 1

)︂(︂
du
dv

)︂
=

(︂
du 0
0 dv

)︂(︂
1
1

)︂
. (4)
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В результате получим [︂(︂
du 0
0 dv

)︂
−
(︂

ux uy
vx vy

)︂(︂
dx 0
0 dy

)︂]︂(︂
1
1

)︂
= 0. (5)

Так как матрица

(︂
1
1

)︂
не равна нулю, то

(︂
du 0
0 dv

)︂
=

(︂
ux uy
vx vy

)︂(︂
dx 0
0 dy

)︂
. (6)

Так как определитель произведения матриц одинаковых порядков в (6) равен произведению
определителей этих матриц, то

det
(︂

du 0
0 dv

)︂
= det

(︂
ux uy
vx vy

)︂
· det

(︂
dx 0
0 dy

)︂
. (7)

В результате получим

du ∧ dv = det
(︂

ux uy
vx vy

)︂
dx ∧ dy, (8)

где det
(︂

ux uy
vx vy

)︂
— определитель Якоби.

Произведения дифференциалов в (8) записаны в обозначениях, которые приняты при записи дифферен-
циальных форм [2, 4]. Тем не менее в замечательном учебнике [3] используются другие обозначения:
«причем считают, что dxdx = dydy = 0 и dxdy = −dydx» [3, с. 136]. Покажем, что

du ∧ du = dv ∧ dv = 0 и du ∧ dv = −dv ∧ du. (9)

Так как {︂
dv = vxdx + vydy,
du = uxdx + uydy,

то

det
(︂

dv 0
0 du

)︂
= det

(︂
vx vy
ux uy

)︂
· det

(︂
dx 0
0 dy

)︂
= − det

(︂
ux uy
vx vy

)︂
· det

(︂
dx 0
0 dy

)︂
.

Тогда с помощью (7) и (8) получим

dv ∧ du = det
(︂

vx vy
ux uy

)︂
dx ∧ dy = − det

(︂
ux uy
vx vy

)︂
dx ∧ dy = −du ∧ dv.

Если {︂
du = uxdx + uydy,
du = uxdx + uydy,

то

det
(︂

du 0
0 du

)︂
= det

(︂
ux uy
ux uy

)︂
· det

(︂
dx 0
0 dy

)︂
= 0 · det

(︂
dx 0
0 dy

)︂
= 0.

Тогда

du ∧ du = det
(︂

ux uy
ux uy

)︂
dx ∧ dy = 0 · dx ∧ dy = 0.

Если определитель Якоби не равен нулю, то легко получить

dx ∧ dx = dy ∧ dy = 0 и dx ∧ dy = −dy ∧ dx.



Успехи кибернетики / Russian Journal of Cybernetics. 2021;2(4):87–89 89

Исходя из инвариантности формы первого дифференциала функции многих (нескольких) пере-
менных в разных системах координат можно показать, что частные производные в разных системах
координат связаны между собой с помощью транспонированной матрицы Якоби(︂

1 0
0 1

)︂(︂
fx
fy

)︂
=

(︂
ux vx
uy vy

)︂(︂
1 0
0 1

)︂(︂
fu
fv

)︂
. (10)

Легко увидеть, что произведение частных производных функции многих (нескольких) переменных
преобразуется как кососимметрическая форма с тем же самым определителем Якоби при переходе от
одной системы координат к другой

det
(︂

fx 0
0 fy

)︂
= det

(︂
ux vx
uy vy

)︂
· det

(︂
fu 0
0 fv

)︂
или

fx ∧ fy = det
(︂

ux vx
uy vy

)︂
fu ∧ fv, (11)

где det
(︂

ux vx
uy vy

)︂
— определитель Якоби.

Можно видеть, что произведение частных производных обладает свойствами кососимметриче-
ской формы

fx ∧ fx = fy ∧ fy = 0 и fx ∧ fy = −fy ∧ fx.

Таким образом, как произведение дифференциалов независимых переменных, так и произведе-
ние частных производных функции многих (нескольких) переменных преобразуются как кососиммет-
рическая форма с одним и тем же определителем Якоби при переходе от одной системы координат
к другой. Видно, что данный подход легко обобщается на случай большего числа независимых пе-
ременных. Можно говорить о дуальности отношения произведения дифференциалов к произведению
частных производных.
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